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Telbisz — Szabé — Szalai: Matematika a foldrajzban 1. Bevezetés

Mottd: ,,A Természet nagy konyve csak azok eldtt dall nyitva, akik
ismerik a nyelvet, amelyen irva van: a matematika nyelvét.”
(Galileo Galilei)

1. Bevezetés

A foldrajztudomany korabban (nagyjabol a XX. szdzad kozepéig) elsddlegesen leird
jellegli volt. Azdta azonban egyre nagyobb hangsulyt kap az ok-okozati kapcsolatok feltarasa
az Osszefiiggések keresése, €s a tobbi természettudomany (fizika, kémia, biologia, geologia)
foldrajzot is érintd szakmai eredményeinek felhasznalasa. Mindezekhez a matematikai
eszkoztar hasznalatara van sziikség, bar természetesen nem olyan magas fokon, mint a fent
emlitett tobbi tudomanyag esetében. Ha az a kérdés, hogy egy régio milyen foku fejlesztésre
szorul, akkor meg kell taldlni a megfelelé6 mutatészamokat, melyek segitségével a fejlettségi
kiilonbségek szdmszeriisithetok. Ha a talajképzddés folyamatait kivanjuk jellemezni, akkor
tisztaban kell lenni a kémiai valtozasokat leiré egyenletekkel. Ha arra vagyunk kivancsiak,
hogy a tengerszint feletti magassag hogyan befolyasolja a hdmérséklet, nyomas, stb.
valtozasat, akkor meg kell ismerkedni a kapcsolatot leird fliggvények jellemzdivel. Ha a
globalis éghajlatvaltozast tanulmanyozzuk, akkor nem elég az ujsdgok sablonmondatait
ismételgetni, hanem sziikségiink van az adatok matematikai elemzésére is. Ime néhany
kiragadott példa, melyek ravilagitanak arra, hogy a matematika milyen fontos szerepet jatszik
napjaink foldrajztudomanyaban. Ezért fontos, hogy a foldrajzi tanulmanyok kezdetén a
matematikai alapokkal mindenki tisztdban legyen. Ezt a célt szolgédlja a ,Matematika a
foldrajzban” cimii tantargy. De a kés6bbiek soran is eléfordul még néhany matematikai
jellegti tantargy, melyek mar specidlisabb, elsOsorban statisztikai ismeretekkel vértezik fel az
addig eljuto foldrajzos hallgatot.

A ,Matematika a fOldrajzban” tantargyhoz sziikséges matematikai ismeretek a
kozépiskolas szintet elméletben nem haladjak meg. Ez a szint azonban a valosagban rendkiviil
heterogén, hiszen a fo6ldrajzos hallgatok kiilonféle kozépiskolakbol, kiilonféle egyéni
képességekkel és ,,valtoz6” matematikai hozzaallassal érkeznek az egyetemre. Igy e tantargy
egyik célja, hogy vildgosan kijeldlje, hogy milyen matematikai tudéasszintet varunk el a
foldrajzos hallgatoktol. Masrészt a kozépiskolai matematika anyaghoz képest fontos
kiilonbség, hogy a feladatok szovege, jellege minden esetben egy-egy f6ldrajzi probléma-
felvetéshez igazodik.

Reméljiik, hogy ez az itmutaté és feladatgyiijtemény megfeleléen szolgalja a fenti célok
elérését,

a Szerzok
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2. A jegyzetben hasznalt matematikai jelolések

V: minden (hivatalos neve: univerzalis kvantor)
3: 1étezik (hivatalos neve: egzisztencialis kvantor)
>: eleme

Halmazok jelolése:

N: természetes szamok halmaza
R: valés szamok halmaza

R": pozitiv valos szamok halmaza
[X; y]: zart intervallum

(X; y): nyilt intervallum

X :az {X1; X2, ..., xn} adatsor atlaga

A kozépiskolaban talan ritkabban, de az egyetemen annal gyakrabban fordul el6 a szumma
jelolés, amit akkor hasznalunk, ha sok szamot kell 6sszeadni (ha egyértelmii, hogy i értéke
mett6l meddig valtozik, akkor a szumma jel alatti és folotti szamok egyszertien elhagyhatok):

n
DX =X A Xy ot Xy
i=1

A szummahoz hasonloan sok szam Osszeszorzasa is felirhatdo egyszeriibben a produktum
jelolés hasznélataval:

n
[Tx =% %X,
i=1
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3. Mutatoszamok és egyszerubb statisztikai paraméterek kiszamitasa

A foldrajzi kutatdsok (természeti és tarsadalmi) nagy része a kiilonbozd jellegii
szamszerii adatokra, és azok feldolgozasara épiil. Alapja ennek, hogy a természeti, tarsadalmi,
gazdasagi jelenségek jelentds részét mérhetjilk, szdmszerisithetjiik. A szamszerli adatok
eldallitasa tobbféle modon torténik (hivatalos vagy egyéni Gsszeirdsok, felmérések, mérések
stb.). Egy kutatds soran a kiilonb6oz6 adatokat feldolgozzuk, s ennek soran kiilonb6z6
matematikai, statisztikai, szamitastechnikai modszereket hasznalunk.

Az altalunk hasznalt szamszerli adatok négy fontos informécioval vannak felruhazva,
igy véalnak foldrajzi adatokka: mit (jelenség), miben (mértékegység), mikor (id6) és ami
nagyon fontos, hol (hely) mériink. Az adatokat adattablakba foglaljuk mérészamok szerint. A
mérdszamokat (vagy mas néven mutatokat, jelzészamokat) oszloponként (esetleg soronként)
tuntetjik fel, s igy un. ,,féldrajzi adatmatrixot” kapunk.

Kétféle szamszert adattal dolgozunk: abszolit mutatokkal (amit mériink) és relativ
(szarmaztatott, fajlagos) mutatokkal. El6bbi példaul a népesség szama (f6), az erdéteriilet
nagysaga (ha) stb., az utobbi a népsiiriiség (f6/km?), az erdéteriilet aranya (%) stb.

A szamitdsok sordn fontos figyelni a mérészdmok mértékegységére, kiilondsen az
atvaltasokra, a nagysagrendre (pl. f6 vagy ezer f0), illetve a szarmaztatott mutatoknal pedig
arra, hogy a mértékegység koveti a mérészamokkal valé miiveletet (pl. népsiriiség: f('i/kmz).
Szamos olyan jelzészam van, amelynek a szamladloja €s a nevezdje azonos mértékegységi,
igy az osztds utan ezek mértékegység-nélkiilivé valnak, pl. vérosi népesség (f6) / teljes
népesség (f6) = varosi népesség aranya (—).

A kiilonb6zé mérészamokkal miiveleteket végezhetiink: Osszeadhatjuk, kivonhatjuk
Oket, eloszthatjuk egymassal Oket, esetenként még szorzasuk is el6fordulhat, persze
mindezeket csak akkor, ha értelmezheté 0 jelenséget kapunk. Fontos kiemelniink, hogy
szamos foldrajzi feladat csak akkor oldhat6 meg, ha tisztaban vagyunk a jelenségek, s igy a
foldrajzi mérészamok tartalmaval, jelentésével, valamint ismerjiik a kiilonb6z6 jelenségek
kozotti osszefiiggéseket (melyikbdl melyik szdrmazik, melyek egészitik ki egymast, melyiket
milyen Ujabb jelenségekre lehet felbontani), mert igy nyernek csak értelmet az egyes
miiveletek.

A tovabbiakban az egyes mutatokkal végezheté szamitasokbol adunk izelitét (a
teljesség igénye nélkiil). Egy-egy feladat(tipus) el6tt keretes részben tovabbi elméleti leirasok
is talalhatok a feladatok megoldasahoz.

1. feladat
A népszamlalas szerint 2011. oktober 1-jén Magyarorszag lakonépessége 9 937 628 {6
volt, 2001-ben pedig 10 198 315 f6. A népesség csokkenése a természetes fogyasbol
eredt: 387 205 6 volt ez az érték. (Forrds: KSH)
Kérdés: Mekkora volt a migracids (vandorlési) egyenleg a vizsgalt idészakban?

2. feladat
Egy 9 km? teriileti t6 vizforgalmanak alakuldsa egy nap alatt az alabbi volt: a taplalo
patakok 63725 m® vizet szallitottak bele, hullott 1 mm csapadék, ugyanakkor
kiszivattyuztak ont6zéshez 5100 m® vizet, csatornan lement 23 540 m® viz és elparolgott
12 300 liter viz.
Kérdés: Mennyivel valtozott meg (m3) a viz térfogata?
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3. feladat
Egy térkép méretaranya 1:20 000. Kijeloliink rajta egy 3cm X 3cm-es sik mintateriiletet
felmérési célbol.
Kérdés: A valdsagban hany négyzetkilométernyi teriiletet kell felmérni?

4. feladat
Az alabbi tablazat az adott homérsékleten befogadhatdé maximalis vizgdztartalmat
mutatja.
°C 0 5 10 15 20 25 30
g/m’ 5 7 9 13 17 23 30
Kérdés:

a) Ha a tengerszinten 1év0 mérési pontunkon 25°C esetében 39% a relativ
(viszonylagos) vizgdztartalom, akkor mennyi az abszolut (tényleges) vizgdztartalom?

b) A hegyoldalon emelkedve, ha 100 méterenként 1°C-ot csokken a homérséklet, akkor
milyen magassagban érjik el a harmatpontot? (Az abszolit vizgdztartalom nem
valtozik.)

5. feladat
A hazai nemzeti parkokra vonatkozo adatbazisunk hianyos. Az aldbbi tablazat
tartalmazza a meglévo értékeket.

Teriilet (km?) Teriilet (km?)
Hortobagyi Nemzeti Duna-Drava Nemzeti 501
Park Park
Kiskunsagi Nemzeti Koros—Maros Nemzeti 511
Park Park
Biikki Nemzeti Park 391 Balatoni-felvidéki 568
Nemzeti Park
Aggteleki Nemzeti Park 199 Duna-Ipoly Nemzeti 603
Park
Ferté—Hansag Nemzeti 235 Orségi Nemzeti Park 440
Park

Ami ismert még, hogy a nemzeti parkok Gsszes teriilete 4672 km®, valamint, hogy a
nagyobb Hortobagyi Nemzeti Park teriiletébdl kivonva a Kiskunsagiét 260 km?-t
kapunk.

Kérdés:

a) Mekkora a Hortobagyi ¢s mekkora a Kiskunsagi Nemzeti Park teriilete (kmz)?

b) Melyik hazank legnagyobb és legkisebb teriileti Nemzeti parkja?
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A szazalék- és rataszamitas elég gyakori miivelet: két mutaté hanyadosat 100-zal szorozva
kapjuk meg a szazalékos értéket (fontos, hogy azonos legyen a két mutaté mértékegysége).
Ami kiilonbozik az egyes szamitdsoknal, hogy melyik dimenzidban tér el a két jelz6szam a
jelenség—foldrajzi tér—idé harmasbol:

— a tér kiilonbozik, 1d6 és jelenség megegyezik

pl. i. térség GDP-je / orszag GDP-je -100 = i. térség részesedése a GDP-bol (%)

— a jelenség kiilonbozik, tér és id6 megegyezik

pl. varosi népesség / teljes népesség - 100 = varosi népesség aranya (%)

—1d06 kiilonbozik, jelenség és tér megegyezik:

pl. ipari termelés 2000. évben / ipari termelés 1990. évben - 100 = ipari termelés valtozasa
(%)

Fontos kiemelni, hogy a szazalékok valtozasat in. szazalékpontban adjuk meg. Példaul:

1950 2000
teljes népesség (6) 250 000 300 000
varosi népesség (f6) 125 000 210 000
varosi népesség arianya (%) 50 70

Elemzés: 50 év alatt 20 szazalékponttal nodtt a varoslakok aranya (és nem 20 szdzalékkal).
Kifejtve: 50 év alatt 85 ezer fével, azaz 68 szazalékkal nétt meg a varoslakd népesség
szama. Masképpen: a varoslakok aranya 50-r6l 70 szdzalékra emelkedett, azaz 20
szazalékponttal nott az aranyuk, illetve a varoslakok aranya 40 szazalékkal nétt meg ( (70-
50) /50 - 100 = 40%) )

6. feladat
A népszamlalas szerint 2011. oktober 1-jén Magyarorszag lakonépessége 9 937 628 {6
volt. Ebbdl 3 033 770 {6 ¢élt kozségekben és nagykozségekben, a févaros lakossaga
pedig 1 729 040 £6 volt. (Forrds: KSH)
Kérdés:
a) A lakonépesség hany szazaléka élt varosokban 2011-ben?
b) A lakonépesség hany szazaléka ¢€lt a févaroson kiviili varosokban 2011-ben?

7. feladat
Egy régioban a teljes népességszdm 2 342 550 f6 volt 2010.01.01-jén. Az aktiv
népesség aranya 62% volt, foglalkoztatva pedig 1 257 750 {6 volt.
Kérdés:
a) Mekkora a munkanélkiiliségi rata?
b) A munkanélkiiliek 10,2106%-a tartos munkanélkiili, hany fot jelent ez (kerekitve)?

8. feladat
Egy 3680 f6s telepiilésnél egy kérddives felmérésnél a lakossag 5%-at kérdezziik meg.
A reprezentativitas miatt a nemi egyenldség mellett a korosztalyos megoszlasra is
figyelni akarunk, igy a megkérdezetteket tigy kell dsszeallitani, hogy egynegyede fiatal
(<18 év), fele kdzépkoru (18-60 év) és egynegyede idéskoru (>60 év) legyen.
Kérdés: Hany kérddivet kell kitoltetni az egyes korcsoportok esetében?

9. feladat
Egy hazai kistgj teriilete 180 km?. A teriilet 22%-a beépitett, 45%-a erdd, 10%-a rét,
legeld, 18%-a szant6fold, 5%-a vizfeliilet. A kistdjon Natura2000 védettséget kapott az
erdok 70%-a, a rét, legeld 42%-a ¢€s a teljes vizfeliilet.
Kérdés: A kistdj mekkora teriilete (kmz-ben) lett védett?

8
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10. feladat
15 dekagramm hordalék szemcseméret-osztalyozasa soran kapott értékeket az alabbi
tablazat tartalmazza.

Szemcseméret >20 mm 20-2 mm 2-0,2 mm 0,2-0,02 mm 0,02 mm>
Tomeg (gramm) 63 45 32 7 3
Kérdés: Hany szazaléka kavics (>2 mm) és hany szazaléka homok (2-0,02 mm) a
hordaléknak?
11. feladat

Szlovékiaba utazunk kirdndulni négyen. A kinti szallasdij alaparon 21 eur6/f6/¢jszaka.
Hat ¢jszakat toltenénk kint, 6t éjszaka felett fejenként 15% kedvezményt adnak a teljes
szallasdijbol. Az eurdt a kozeli pénzbevaltd-helyen vessziik meg, ahol az alébbi
informaciét talaljuk:

Vétel Eladas
Euroé 280 300
Kérdés: Hany forintot valtsunk be a kinti szallasdij kifizetésére?

Egy szam normalalakjat Ggy kapjuk, hogy a szdmbdl egy kéttényezds szorzatot csindlunk:
az elso tényezo 1 és 10 kozé esik, a masodik tényezd pedig 10 megfeleld hatvanya.
Példaul: 123 145 = 1,23145 - 10°

12. feladat
A Kemence-patak vizgyiijtoteriiletének nagysaga 107 km?. A vizgyiijtdteriilet 20%-4an
3mm csapadék hullott, amelynek 5%-a a patakba jutott. A mérési pontunkon a
vizhozam = 0,294 m?/s, a bejutott csapadékviz ezt a vizhozamot 50%-kal megnovelte.
Kérdés:
a) Mennyi csapadékviz (m3) jutott a patakba? Az értéket a szam normalalakjdban adja
meg!
b) A mérési pontunkon egy oOra alatt mennyi viz (m3) jut at a megnovekedett vizhozam
esetében? Az értéket a szdm normalalakjaban adja meg!

Az adatsor Un. jellegadd értékei kozé tartozik a minimum, a maximum és az atlag. Az
atlagnak is tobb fajtdja van, itt a szamtani atlagot vessziik csak; ez az adatok 0sszeadasa és
az elemszammal val6 osztds eredményeként kaphatd meg.

13. feladat
Egy mérési ponton léghOmérséklet-értékeket mértiink, ezeket az alabbi tablazat
tartalmazza.
Idépont | 1:00 7:00 13:00 19:00 max min

Hoémérséklet (°C) | 10,3 10,2 18,5 16,2 20,3 9,9
Kérdés:
a) Mekkora volt a napi kdzéphomérséklet?
b) Mekkora volt a napi hdingas?
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14. feladat
Hazank alfoldi megyéinek teriiletét, lakonépességének szamat az alabbi tablazat
tartalmazza. (Forrds: KSH)

Bics- Haidu- Jasz- Szabolcs-
Hacs Békés | Csongrad ., Nagykun- Szatmar-
Kiskun Bihar
Szolnok Bereg
Teriilet (km?) 8445 5631 4263 6211 5582 5936
Lakonépesség
(ezer £6), 2012 522 363 412 543 390 565
Kérdés:

a) Mekkora az Alf5ld (hat megye) népsiiriisége (f6/km?)?

b) Mekkora az alfoldi megyék népességének atlaga?

c) Melyik a legnagyobb (maximum) és melyik a legkisebb (minimum) népstriiségii
alfoldi megye (f6/km? értékkel)?

Egyes szamitasok esetében eléfordul, hogy az eredeti adatokat az adatsor egyik
meghatarozott értékéhez viszonyitjuk. Az idésoros adatok esetében az Gn. bazis indexnél
minden adatot a kezdd (az elsd) id6pontbeli (év, negyedév, honap stb.) adathoz, az un.
lancindexnél pedig egy-egy adat esetében mindig az el6zd id6pontbeli (év, negyedév,
hoénap stb.) adathoz viszonyitjuk és szazalékban adjuk meg.

15. feladat
Az alabbi tabldzat Magyarorszag ipari termelési értékének éves adatait tartalmazza.
(Forras: KSH).

2006
19 798

2007
21 361

2008
22 024

2009
18 886

2010
21 466

2011
23 788

Erték (folyé aron, Mrd Ft)
Bazis index (%)
Lanc index (%)
Kérdés:
a) Mekkordk Magyarorszag ipari termelésének bazis index és mekkordk lanc index
értekei 2006-t61 2011-ig? Toltse ki a tdblazatot!
b) Mekkora volt a vizsgalt iddszak alatt a maximum €és a minimum bazis index értékek
kozott a szazalékpontos eltérés?
c) Melyik évben volt a legnagyobb aranyt a novekedés az el6z6 évhez képest a lanc
index alapjan?

Egy-egy mérdszam értékeit csoportositani is szoktuk, s igy kategoridkba osztjuk az egyes
foldrajzi helyeket (pl. alacsony, kozepes €és nagy népsiirliségli teriiletek). Elsé 1épésben
nagysagsorrendbe allitjuk a mérészam adatai szerint a helyeket, majd meghatarozott
szempont szerint két vagy tobb csoportra oszjuk Sket. Ilyen szempontok szoktak lenni:
egyenld elemszam, egyenkoz (azonos értékvallum, pl. 0-99, 100-199, 200-299 stb.), vagy
egy kiemelt értékhez kotés (pl. atlag felett és alatt). Ez a kategorizalas szubjektiv, azaz a
készit6je donti el a csoportszdmot €s a hatarokat, &m a leirt szempontokon tal sziikséges
figyelembe venni azt is, hogy mi a cél (attekintés, részletes elemzés stb.).

Két szempont szerint is lehet foldrajz helyeket csoportositani, ilyenkor egyszerre két
mérdszamuk alapjan (pl. GDP/f és népslirliség) osztjuk kategdridkba az elemeket. Ezt in.
kereszttablaban is abrazolhatjuk, amely lehet 2x2-es, 3x2-es, 2x3-as, 3x3-as stb., példaul
egy kétszer kettes, ahol az egyes cellakba beirjuk a két allitdsnak egyszerre megfeleld
foldrajzi térséget: 1d. kovetkezd oldal.

10



Telbisz — Szabé — Szalai: Matematika a foldrajzban

3. Mutatoszamok és egyszeriibb statisztikai paraméterek

Alacsony GDP/f6-jii teriilet
(<2000 euré/f6)

Magas GDP/f6-jii teriilet
(>=2000 eurdé/f6)

Magas népsiiriiségii teriilet
(>=100 f6/km®)

"A" térség, "D" térség

"B" térség

Alacsony népsiirtiségii teriilet
(<100 f6/km®)

"C" térség, "E" térség,
"F" térség

"G" térség. "H" térség

16. feladat
Hazank alfoldi megyéinek teriiletét, lakonépességének szamat ¢s a GDP értékét az
alabbi tablazat tartalmazza. (Forras: KSH)

Teriilet Népessé, GDP

2010 km? pf(’i ® millié Ft

Bacs-Kiskun 8 445 528 418 898 952
Békés 5631 366 556 538 507
Csongrad 4263 423 240 825 749
Hajdua-Bihar 6211 541 298 1057 370
Jasz-Nagykun-Szolnok 5582 390 775 656 799
Szabolcs-Szatmar-Bereg 5936 560 429 798 748

Kérdés:

a) A hat alfoldi megyébodl melyek azok, ahol az egy fore juto GDP értéke az orszagos
érték (2 670 940 Ft) 65%-a alatt van és a népsiiriiség kisebb, mint 80 f6/km®? (A
megy¢k mellett az értékeket is tiintesse fel!)

b) Abrazolja kereszttabldban a megyéket, ahol a valasztovonalak az a) pontban
megadott értékek legyenek.

Teriileti egyenlotlenségi mutatok

A f0ldrajzi teret, illetve annak sokszinliségét, heterogenitdsat egyrészt térképeken
abrazoljuk (altalanos és tematikus térképek), masrészt statisztikai adatok esetében a teriileti
egyenlOtlenséget szamszerisithetjiik is. Elobbi esetében egy képet, utdobbi esetében egy
szamértéket kapunk: a teriileti egyenldtlenségek mérése kiilonbozd indexekkel torténhet,
ami soran az adott mérdszam adatainak szamitasdbol egy konkrét szamértéket kapunk
eredményiil; ez (4ltaldban) minél magasabb anndl nagyobb a teriileti egyenl6tlenség
(mértéke). Szamos fajtaja ismert (relativ terjedelem, koncentraciés mutatd, Hoover-index,
GINI koefficiens, Theil-index stb.).

A szamérték magéaban azonban kevésbé kifejezd, ezért viszonyitani szoktuk egymashoz
ezek az indexértékeket az alabbi modokon:

a) 1 térség (tobb teriiletegység) — 1 jelenség — tobb id6pont;

Ez a leggyakoribb, egy folyamatra vilagit ra.

b) 1 térség (tobb teriiletegység) — tobb jelenség — 1 idépont

Gyakori, keresztmetszeti vizsgalatnal.

C) tobb térség (tobb teriiletegység) — 1 jelenség — 1 idopont

Ez ritkabb, fenntartasokkal hasznalatos.
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Az un. relativ terjedelem, mint egyenldtlenségi mutatd, oly moédon szamithatd, hogy az
adatsorban eldforduld legnagyobb ¢és legkisebb érték kiilonbségét (az Un. abszolut
terjedelmet) az adatsor atlagahoz viszonyitjuk:

Q — Xinex ~ Xmin
X

ahol xmax az adatsor (xj) maximuma, Xmi, az adatsor minimuma, X az adatsor atlaga.
Meértékegysége nincs, értékkészlete: 0 < QO < oo.
Alkalmas kiilonb6z6 atlagi adatsorok ¢és kiilonb6zé mértékegységli  adatsorok
terjedelmének Osszehasonlitdsara. Minél nagyobb az index értéke, annal nagyobb az
egyenlOtlenség nagysaga. Ha az adatsor atlaga 0, akkor csak abszolut terjedelem
szamithato, relativ nem!

17. feladat
Az ¢észak-eurdpai orszagok export-import adatait tartalmazza az alabbi tabldzat.
(Forras: Nordic Statistical Yearbook 2012)

Déania | Svédorszag | Finnorszag | Norvégia Izland
Export 81 468 134 506 56 743 127 584 3842
(millié eurd)
Import 70 285 126 439 60 474 65 223 3479
(millié eurd)
Kérdés:

a) Mekkora az export és mekkora az import relativ terjedelme az 6t észak-eurdpai
orszag esetében?

b) Az export vagy az import esetében nagyobb az egyenl6tlenség mértéke az 6t észak-
europai orszag esetében?

Az alabbi képlettel szamithatjuk ki az Gn. koncentraciés mutatot:

K:Zn:(xi/in)2

ahol x; = i. teriiletegység értéke egy abszolut mutatd (adatsor) esetében (pl. egy orszag
népességadata vagy egy régio GDP értéke), > x; = az Gsszes vizsgalt teriiletegység értékének
Osszege (pl. az 0sszes orszag népességadata vagy az dsszes régido GDP értéke).

A koncentracios mutatonak mértékegysége nincs, a maximuma 1, a minimuma 1/n
(n = elemszam), és minél nagyobb az index értéke, annal nagyobb a jelenség teriileti
koncentracioja.

18. feladat
Az Andok térségbeli orszagok tobb évre vonatkozo népességadatait az aldbbi tablazat
tartalmazza. (Forrdas: de Agostini, Fischer Weltalmanach)

Népesség (ezer f6)
Ev Kolumbia Peru Ecuador Bolivia Chile
1960 16 587 9931 4439 3351 7 608
1970 22 561 13193 5970 4212 9 496
1980 28 447 17 324 7961 5355 11 147
1990 34 970 21 569 10 264 6573 13 099
2000 42 299 25 661 12 646 8 329 15211
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Kérdés:

a) Mekkora volt a népesség koncentracios mutatojanak az értéke 2000-ben az Andok
orszagai esetében? (Négy tizedes pontossaggal adja meg!)

b) 1960-ban 0,2633 volt a koncentraciés mutaté mértéke (Kigso= 0,2633). Milyen
valtozas tortént a népesség koncentracidja esetében?

A f0ldrajzi térben ritkak a szabalyos geometriai alakzatok, am kiilonb6zo jelenségek
modellezése esetében megjelennek. Emiatt a geometria is jelen van a foldrajzi szdmitasok
soran. Réaadasul, mivel a foldrajzi térben zajlo lokalizalas soran egy-egy foldrajzi pontot
koordinatakkal lathatunk el, a koordinata geometriai szamitasok is hasznalatosak.

Példaul a foldrajzi tavolsagszamitdsnak sokféle formdja van. Kisebb teriilet esetén
eltekinthetiink a Fold gorbiiletétdl és a koordinata-geometria modszereit alkalmazhatjuk. Ez
alapjan példaul két pont, A (Xa ; Ya) és B (Xg ; Ys ) kOz0tti tdvolsagot is kiszamithatjuk:
EUKLIDESZI tavolsag:

deg = \/(XA —Xg)? +(Ya—V5)’
MANHATTAN tavolsag:
dmag =|Xa—Xs | + | Ya—Ys |
Ezen tal az egyenesre, alakzatokra (pl. kor) vonatkozo6 koordinata-geometriai szamitasok is
alkalmazhatok.
Egyenes egyenlete:
A P71 (X1:y1); P2 (X2; y2) pontokon atmend egyenes
iranyvektora: v (V1; Vo) =V (Xo-X1; Y2-Y1);
normalvektora: N (Ng; N2) = N (Y2-Y1; X1-X2);
iranytangense: M = (Y2-y1) / (X2-X1)
Barmely els6fokt két ismeretlenes egyenlet a sik egy egyenesét adja meg.
Az egyenes egyenlete egy pont (Xo; Yo) és az iranyvektor (V1; V2) koordinatai alapjan az
alabbi mddon irhato fel:
VX - V1Y = V2Xp - V1Yo
Kor egyenlete:
C (u;v) kézégpontﬁ, r sugaru kor egyenlete:
(x-u)® + (y-v)° = r°
Egy pont (x; y) a kériven fekszik, ha (x-u)® + (y-v)* = r%,
a pont koriven beliil van, ha (x-u)? + (y-v)> < r*, és kiviil, ha (x-u)® + (y-v)? > r2.

19. feladat
Két varos koordinatai egy derékszogl koordinata-rendszerben:
Kis (100; 150) és Nagy (300; 250), ahol egy egység 1 kilométert jelent. A két telepiilés
kozott egy egyenes utat épitenek a siksagon keresztiil.
Kérdés: Atmegy-e az ut Kozepes (150; 250) telepiilésen?

20. feladat
Két varos koordinatai egy derékszogii koordinata-rendszerben: Alsé (5; 8) és Felsé
(-7; 15), ahol egy egység 10 kilométert jelent. Mindkét varos vonzaskdrzete egy-egy kor
(melynek kozéppontjaban a varos van); Alsé varoshoz 750 km?-es, Fels§ véaroshoz
3000 km*-es vonzaskorzet tartozik.
Kérdés:
a) Milyen tavol van egymastol a két varos euklideszi és milyen messze van manhattan
szempontbol (kilométerben)?
b) Osszeér-e a két varos vonzaskorzete (vonzaskore)?
c¢) Melyik varos vonzaskdrzetébe tartozik Kozépso telepiilés, ha koordinatai (1; 5)?
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4. Elemi szamitasi feladatok mértékegységekkel

4.1. Az SI fogalma, szamitisok hosszusdaggal és hosszusaghol szarmaztatott
meértékegységekkel

A természettudomanyos szamitasokhoz az SI (Mértékegységek Nemzetkozi Rendszere -
Systéme International d’Unités) rendszer mértékegységei hasznalatosak. Hét egymastol
dimenziofliggetlen Sl-alapegység van, melyekbdl tobb szarmaztatott egységet lehet
létrehozni. (Az SI mértékegységeken kiviil tobb nem SI, de azzal &sszhangban levd
mértékegység is hasznalatos.)

mértékegység neve jele mennyiség neve mennyiség jele
méter m hossz I (kis L)
kilogramm kg tomeg m
masodperc S 1d6 t
amper A elektromos aramer6sség I (nagy i)
kelvin K abszolut hdmérséklet T
mol mol anyagmennyiség n
kandela cd fényerGsség Iy

A hosszlsag, a teriilet és a térfogat (irtartalom) mérésére az SI hosszisagegységét (m,
méter) és az abbodl szarmaztatott mértékegységeket hasznaljuk:
hosszlisag: m
tertilet: m?
térfogat: m?®
Lathatd, hogy a hosszlisagbdl szarmaztatott teriilet és térfogat nomindlis értelemben
nagysagrendi kiilonbségeket eredményez.
A hatvanyokkal végzett miiveletekhez az alabbi 6sszefiiggések ismerete sziikséges:
10*-10" = 10"
10*/ 10" = 10"
(107 = 10"
Nagysagrendi kiilonbségek a vizsgalt jelenségek/tényezok sajatossagaibol erednek. A
nagysagrendi kiilonbségeket szorzétényezdvel és latin eltagokkal (prefixum) is jeldlhetjiik.

szorzétényezé Sl prefixum szorzétényezé Sl prefixum
10" deci (d) 10" deka (D)
10° centi (c) 10° hekto (H)
107 milli (m) 10° kilo (K)
10° mikro (1) 10° mega (M)
107 nano (n) 10’ giga (G)
10" piko (p) 10" tera (T)
10" femto (f) 10" peta (P)

Gyakran haszndlt nem SI, de SI-be szorzotényezdvel atszamithatd mértékegyseégek:
Angstrom (A) = 10 m

Tonna (t) =10% kg
Hektar (ha)  =10*m?
Liter (I) =10°m?
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21. feladat
Vilag talajaiban tarolt szénkészlet 1500 Gt. Adja meg ennek értékét Pg —ban!

22. feladat
lcm
I um
1nm

o
(@]
3

23. feladat
1m? cm?
1 ha
1 cm?

o
3

24. feladat
1cm?
1dm?®
1cm?
1md

25. feladat
Egy 1 cm élhosszsagu kocka 1 nm vastagsagu lemezekbdl all.
a) Mekkora a kocka lemezeinek a feliilete dsszesen (bels feliilet) m®-ben kifejezve?
b) Miként aranylik a kiilsé feliilet a belso feliilethez?
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4.2. Szamitasok mdllal és szarmazgtatott molaris mértékegységekkel

Mol fogalma: 1 moél az a mennyiség, amely 6,022-10® (Avogadro szam) elemi
részecskét (atom, molekula, esetleg toltés) tartalmaz. Jele: n. Mértékegysége (mol).

Molaris tomeg: 1 mol anyag tomege. Jele: M. Mértékegysége (g/mol). Masként a
tomeg és az anyagmennyiség hanyadosa.

Tomeg: molaris tdmeg - molok szama, azaz m (g) = M (g/mol) -n (mol).

Moélkoncentracié: oldott anyag moljainak szama 1dm® (= 1¢) oldatban. Jele: c.

Mértékegysége (mol/dm?). Kiszamitasa: ¢ (mol/dm®) = oldott anyag moljainak szama

(mol) / az oldat térfogata (dm®) (azaz c =n/ V).

Kisérlet:

Sosavval lecseppentiink egy szénsavas meszet tartalmazo talajt. A talaj a sdsavas
lecseppentés hatasara pezsegni kezd. Mi torténik?

CaCO3; + 2 HCl -» CaCl, + H,O + CO,

Lathatd, hogy egy mol CaCOj3 két mol sésavval 1ép reakcidbal

Anyag Atomok molaris Molaris tomeg
tomege (g/mol) (9/mol)
CaCOg3 40 + 12 + (3-16) 100,0
HCI 1+35,5 36,5
CaCl, 40 + (2-35,5) 111,0
H,O (21) + 16 18,0
CO, 12 + (2-16) 44,0

A lecseppentéshez hasznalt sosavat vizes oldatban hasznaltuk.

— 1 molos oldat: 1 moél anyagot 1 ¢ vizben oldunk fel. A HCI esetében 36,5 g HCI-ot oldunk
1 {vizben. Jelolése 1 M HCI.

— 2 {mennyiségii 1 M HCI 2 mol HCI-ot tartalmaz.

— 1 mél CaCO3 —hoz 2 mol HCl-ra van sziikség (1d. reakcidoegyenlet). Ez az anyagmennyiség
1 ¢2M HCI, vagy 2 ¢ 1 M HCI oldatban van jelen.

26. feladat
Hany gramm CaCOj reagal 5 ml 0,1 M HCl-val?

27. feladat
10 g elporitott ismeretlen anyagot 25 ml 2 M HCI -vel kezeltiink. A reakci6 teljes.
Oldatunkat ezt kovetéen 1 M NaOH -val titraljuk. A titralas soran 3 ml 1 M NaOH
fogyott.

Kérdés: Hany szazalékos az anyag szénsavas mésztartalma (CaCO3)?
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4.3. pH fogalma, pH -val kapcsolatos szamitisok

A pH vizes oldatok savassagat/lugossagat jelz0 mérdszam, a viz hidrogénion

(co = 1 mol/dm?® a standard koncentracio)

Mivel 1 dm?® (,tiszta) vizben 107 mol vizmolekula disszocial H és OH™ ionokra, ezért
a semleges kémhatas pH értéke 7.

Mivel a pH is ,,p”, azaz logaritmikus skéla, ezért annak mértékegysége nincs!

Vizionszorzat  (Kv) a viz disszocidcidjara jellemzd egyensulyi allando.
Kv = [H+] /OH—-] I co. A fentiekbdl kivetkezden Kv = 107107 = 10 mol/dm?®

28. feladat
Mekkora az oldat pH-ja, ha 25 ml 0,15 mol/dm® koncentracidju NaOH oldatot adunk
20 ml 0,18 mol/dm® koncentracioju HCl oldathoz? A térfogatok osszeadodnak!

Kv=1,0-10

29. feladat
Mekkora az oldat pH-ja, ha 25 ml 0,15 mol/dm® koncentracioju NaOH oldatot adunk
20 ml 0,19 mol/dm® koncentracioju HCI oldathoz? A térfogatok Osszeadodnak!

Kv=10-10
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5. Fuggvénytani feladatok

5.1. Fiiggvénytani feladatok megoldasahoz sziikséges fogalmak

Ebben a részben a teljesség igénye nélkiil kiemeltiik azokat a kézépiskolaban is szerepld
fogalmakat, amelyek a feladatok megoldasahoz kiilondsen sziikségesek. A feladatokndl a
legtobb esetben sziikség van a fiiggvények abrdzolasara, ezért réviden utalunk a fliggvények
képére (az alabbiakban mindig a derékszogli koordindtarendszerben eléallo képet értjiik), de
részletes kifejtésre itt nincs mod. A kritétium-dolgozatoknal a fiiggvény-abrazolasokkal
kapcsolatban az az elvards, hogy néhany — a feladathoz illeszkedd — konkrét érték jelolésével,
valamint a fliggvény altalanos képét figyelembe véve, kozelitdleg abrazoljak a hallgatok a
fliggvényt. A fiiggvények abrazolasanal az az alapelv, hogy a vizszintes tengelyen szerepeljen
a fuggetlen valtozo, a fiiggbdleges tengelyen pedig a fiiggd valtozo. Ettdl eltérni csak akkor
indokolt, ha a fliggetlen valtoz6 a magassagot/mélységet fejezi ki (ami természetfoldrajzi
feladatoknal gyakori), ilyenkor a magassadg keriil a fliggéleges tengelyre. Tarsadalmi,
gazdasagi jelenségek vizsgalatakor gyakran kétiranyuak a kapcsolatok, ezért egy-egy jellemzd
egyarant lehet fliggd vagy fliggetlen valtozo.

A f0ldrajzi feladatoknal az d4brdzolas egyik sajatossdga, hogy a nagysdgrendi
kiilonbségek, illetve a gyakran eléforduld hatvanyfiiggvények és exponencialis fiiggvények
miatt logaritmikus skalazast alkalmazunk a koordinatarendszer tengelyein. Ennek modszerét
az alabbi rovid attekintés végén talalhatjuk meg.

A f06ldrajzi vizsgalatokban a determinisztikus (egyértelmil) fiiggvénykapcsolatokkal
szemben gyakoribbak az Un. sztochasztikus (valdsziniiségi) kapcsolatok, ezekkel a —
statisztikai, teriileti elemzési kurzusokon szerepld — regresszioszamitds soran talalkozhatnak
mayjd.

Elséként a fiiggvényekkel kapcsolatos alapvetd definiciokat mutatjuk be:

— Flggvény: Egyértelmii hozzarendelési szabaly (de itt jegyezziik meg, hogy visszafelé mar
nem biztos, hogy egyértelmil a hozzarendelés).

— Ertelmezési tartoméany (Djy): Az a halmaz, amelynek elemeire a hozzarendelési szabalyt
értelmezziik (ezt elvben mindig meg kell adni a fliggvényhez). Foldrajzi feladatoknal az
értelmezési tartomdny gyakran szilkebb, mint amennyit ,,a fliggvény megengedne”,
ilyenkor a jelenség foldrajzi tartalmabol kell kiindulni.

— Képhalmaz: Az a halmaz, amely tartalmazza a hozzéarendelt elemeket (de esetleg bévebb
annal) — altalaban ezt is meg szoktak adni a fliggvények definidlasakor.

— Ertékkészlet (Ry): A fiiggvény altal folvett értékek Gsszessége (ez része a képhalmaznak).

A fiiggvények futdsanak jellemzéséhez hasznalhatok az alabbi fogalmak:

— Korlatossag: Egy fliggvény alulrdl korlatos, ha létezik olyan valds szam, amelynél az
Osszes fliggvényérték nagyobb. Egy fiiggvény feliilrdl korldtos, ha létezik olyan valos
szam, amelynél az Osszes fliggvényértek kisebb. Egy fliggvény korldtos, ha alulrdl és
feliilrdl is korlatos.

— Monotonitds: Egy fiiggvény monoton nd, ha VXyeD;: X<y=f{x)<f(y). Egy fliggvény
szigorian monoton nd, ha X,y eD,: x<y=f(x)<f(y). A kiilonbsé¢g tehat abban all, hogy

szigoru monotonitds esetén a fiiggvényérték hatdrozottan nd, mig a masik esetben egyenld
is lehet. (Felhivjuk a figyelmet arra, hogy egyes iskoldkban a monoton nd helyett a
monoton nemcsokkend kifejezést hasznaljak, és a szigorian monoton nd helyett a monoton
nod kifejezést. Ez utobbi kifejezéspar nyakatekertsége miatt mi inkabb az elséként kozolt
kifejezéseket haszndljuk.) Egy fliggvény monoton csékken, ha vx,y €D : x<y=(x)=f().

Egy fiiggvény szigorian monoton csdkken, ha &,y D, x<y=f(x)>f(y).
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— SzEIlséérték: A minimum és maximumértékeket nevezziik szélsdértéknek. Egy szElsGérték
lehet lokéalis vagy abszolut. Egy fliggvényérték abszolt széls6érték, ha az Osszes tobbi
fliggvényértéknél kisebb (minimum esetén), illetve ha az 0sszes tobbi fliggvényértéknél
nagyobb (maximum esetén). Egy fiiggvényérték lokalis sz€lséérték, ha 1étezik egy olyan
,kis” kornyezet az adott fiiggvényhely koriil, amelyen belill az adott fiiggvényérték a
legkisebb (minimum esetén) illetve a legnagyobb (maximum esetén) a fliggvényértékek
koziil.

— Valtozas mértéke: Egy fiiggvény valtozasanak mértékét, azaz a fliggvény képének
meredekségét egy Xo pontban kdzelitéleg az alabbi mddon hatarozhatjuk meg:

FOO—T(x) _Af
X=X, AX

Ez a modszer egyenessel jellemezhetd (linearis) szakaszokra ad pontos értéket. Ahol a
fliggvény képe gorbiil, ott derivalas segitségével adhato meg a pontos érték, ez azonban
nem tartozik az alapismeretek koz¢. Foldrajzi adatok feldolgozésa esetén a fenti formula
altalaban jol hasznalhato.

— Periodicitas: Egy fiiggvény periodikus, ha Fp5R™ ¥&sDy: f(x+p)=f(x). A legkisebb ilyen p a
fliggvény periddusa

— Inverzfiiggvény: f fliggvény inverze f*, ami a hozzarendelési szabaly megforditasat jelenti,
azaz ha f: x— vy, akkor f1:y— x. Megjegyzendé, hogy az inverzfiiggvény nem minden
esetben létezik (csak akkor, ha a hozzarendelés visszafelé is egyértelmil). Az
inverzfiiggvény képét ugy kaphatjuk, hogy az eredeti fiiggvény képét tiikrozziikk az y=x
egyenestre.

A tovébbiakban a fliggvénytipusok definiciéit mutatjuk be:

— Polinomfiiggvény:

f:R>R f(x)=ax"+a, X" +..+ax+a,=» ax ,ahola, =0,neN
i=0

f(x) polinom fokszama n.

A polinomfiiggvények specialis esete (és foldrajzi feladatokban gyakran szerepel) a
linearis fiiggvény, masképpen az els6éfoka polinom. Ennek képlete: f(x) = ax+b (ahol
a #0). A linedaris fiiggvény képe egyenes. A linedris fiiggvény inverze mindig linearis.
Szintén a polinomfiiggvények kozé tartozik a méasodfoku fiiggvény is (f(x) = ax’+bx+c,
ahol a=0). A masodfoka filiggvény képe parabola. A masodfoka fliggvény
zérushelyeinek szdma 0, 1 vagy 2. A masodfokl fliggvény felirhatdo gyoktényezds
alakban is (ha vannak zérushelyek): f(X) = a-(X-x1)-(X-x2), ahol x; és X, a zérushelyeket
jelenti.

A magasabb foku polinomok képe Osszetettebb, melyeken maximalisan n-1 , hajlas”
(azaz lokélis minimum v. maximum) fordulhat elé.

— Racionalis tortfliggvény:
Két polinomfiiggvény héanyadosaként felirhatdo fliggvény. Ezeknél a legbdvebb
értelmezési tartomanyt ugy kaphatjuk meg, hogy a valds szdmok halmazabol kivessziik
a nevezd zérushelyeit. A raciondlis fliggvények képe altalaban Osszetett, abrazolasuk
bonyolult. Az egyszeriibb eseteket azonban tudni kell, ilyen példaul az f(x) = 1/x
fiiggvény, melynek képe egy hiperbola, mely aszimptotikusan simul a tengelyekhez.
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— Hatvanyfiiggvény:
f:R* >R f(x)=a-x" ahol a,be R\ {0}
Ez egy nagyon Osszetett fliggvénycsoport. b>1 esetén a masodfoka fiiggvényhez
hasonlit, b=1 esetén linearis, 0<b<1 esetén a gyokfiiggvényhez hasonlit, b<0 esetén az
1/x fuiggvényhez hasonlit.
Itt jegyezziik meg, hogy egyes fiiggvények akar tobb csoportba is besorolhatok, pl. az
f(x)=1/x? fiiggvény tekintheté racionalis fliggvénynek és hatvanyfiiggvénynek is, az f(x)
= x tekinthet6 polinomnak, racionalis fliggvénynek vagy hatvanyfiiggvénynek is.

— Exponencialis fliggvény:
f:R>R f(x)=c-a",ahola>0,a=1c=0
Nagyon fontos kiilonbség a hatvanyfiiggvényekhez, polinomokhoz képest, hogy itt a
kitevében van a valtozd!
Az exponencialis fliggvény c>0 esetén, ha a>1, akkor gyorsuld iitemben monoton
novo, ha 0<a<l, akkor lassuld iitemben monoton csokkend, a fliggvénygrafikon
megfeleld vége aszimptotikusan simul az x tengelyhez.
Az exponencidlis fliggvények kozott kitiintetett szerepli az € alapi exponencialis
fliggvény, ahol az e egy fontos matematikai alland6 (Euler-féle szam), értéke ~2,718.

— Logaritmus fiiggvény:
f:R" >R f(x)=log, X, ahol a>0,a=1
A logaritmusfiiggvény az exponencialis fliggvény inverze (azonos alapszam esetén). A
logaritmus fliggvény, ha a>1, akkor lassul6 iitemben monoton névd, ha 0<a<l, akkor
lassulo iitemben monoton csokkend, a fiiggvénygrafikon megfeleld vége
aszimptotikusan simul az y tengelyhez.
Az € fiiggvény inverze az In X fiiggvény (az In rovidités a ,,logarithmus naturalis” azaz
természetes alapu logaritmus kifejezésbdl szarmazik).

— Trigonometrikus fiiggvények (szogfiiggvények):

Elséként a szogek megadasanak modjat tisztazzuk:
1) Hagyomanyosan legelterjedtebb a fok (°), ami a teljes kor 360-ad része.
2) Matematikailag legkézenfekvobb a radidn. 1 rad az a szog, melyhez egység
sugart korben egység hosszu iv tartozik.
3) Foldrajzi feladatokban a lejt6 meredekségét gyakran nem fokban, hanem
szazalék (%)-ban adjak meg. Ez azt mutatja meg, hogy egy 100 m alaphosszisaga
lejtdn hany méter szintkiilonbség van.

Atszamitasok:
teljes kor = 360° = 2z radian — 1°=7/180 radian, illetve 1 radian = 180°/ 7 ~57,3°
ha a meredekség x %, akkor tan o = x /100 — « = arc tan (x/100)

Egyszeriibb esetekben (¢s a foldrajzi példak sokszor ilyenek) a sin, cos és tan

crer

jelolésekkel (a,b befogok, ¢ atfogd, a-val szemben ¢, b-vel szemben £ szog):

. a b a
Sina=— cosa=— tga=tana=_—
c c b
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Ugyanakkor ahhoz, hogy a valdés szamok teljes halmazan értelmezhetd legyen a sin és a
cos fliggvény, sziikség van az altalanos definicidra is, mely szerint

sin @ az «a iranyszogi egységvektor y koordinataja,

cos a pedig az « iranyszogl egységvektor X koordinataja,

tang = >M2 |, feltéve, hogy cos a #0.
cosa

A fiiggvények képét itt most nem részletezziik, de felhivjuk a figyelmet arra, hogy
mivel a sin, cos és tan visszafelé nem egyértelmii fliggvények a teljes értelmezési
tartomanyukat tekintve, ezért megforditasuk (inverziik) csak megfeleld intervallumokra
lesziikitve adhaté meg. Ennek egyik kdvetkezménye, hogy a szamoldgépek nem adjak
meg az Osszes megoldast az y=sin X tipust egyenletek esetén! Az inverzfliiggvények
nevei: sin™ x = arc sin x, cos™ x = arc cos x ¢és tan™ x = arc tan x.

A sin X, cos X és tan x periodikus fiiggvények. Mig a sin X és a c0s X periddusa 2, addig
atan x periddusa .

Periodikus valtozasokat gyakran a sin fliggvény segitségével lehet leirni, ehhez fontos

tudni, hogy az f(x) = sin(kx) fiiggvény periédusa 2k7r

Béar a tangens roviditése magyarul hagyomanyosan tg, 4m a szamolo- és szdmitogépek
elterjedésével egyre inkabb a tan rovidités valik meghatarozova, igy a jegyzetben mi is
ezt hasznaljuk.

Logaritmikus skalazas

Ha az adatokban nagysagrendi kiilonbségek fordulnak eld, akkor indokolt a
logaritmikus skalazas. Linearis koordinatatengely esetén az értékek linedrisan nének a
tavolsaggal, tehat pl. 0; 5; 10; 15; ... egyenld tavolsdgokra helyezkednek el egymastol.
Logaritmikus skalazas esetén az értékek logaritmusa né a tavolsaggal egyenes aranyban, tehat
pl. 0,01; 0,1; 1; 10; 100; ... helyezkednek el egymastél egyenld tavolsagra. Fontos
megjegyzes, hogy logaritmikus skalazas csak pozitiv értekek esetén alkalmazhatod €s nincs a
tengelynek O pontja! Ez a megoldas a ,,nagy” értékeket ,,kozelebb hozza”, viszont a ,kis”
értékek kozti kiilonbségeket ,,felnagyitja”.

Ha fiiggvényeket abrazolunk, akkor lehet csak az x, vagy csak az y, vagy mindkét
tengely logaritmikus skalaju (ld. 1. dbra). Ha egyértelmiien jelezni kivanjuk, hogy mir6l van
sz0, akkor az elsé két esetben szemi-logaritmikus koordinatarendszerrél beszéliink és
megadjuk, hogy melyik tengelyre alkalmazzuk a logaritmikus skaldzast, az utobbi esetben
egyszeriien logaritmikus (vagy angolosan log-log) koordinatarendszerr6l beszéliink. A
logaritmikus skaldzés természetesen megvaltoztatja a fliggvények képét is:

hatvanyfiiggvény — logaritmikus (log-log) abrazolas esetén lesz egyenes (2. dbra)

exponencialis fliggvény — az y tengelyt megvaltoztatd szemilogaritmikus skalazas
esetén lesz egyenes (3. dbra)

logaritmus fliggvény — az x tengelyt megvaltoztatd szemilogaritmikus skalazas esetén
lesz egyenes (4. dbra)

(A dolgozatokban gyakran el6forduld keveredés miatt kiilon megjegyezziik, hogy a
»logaritmikus skalazas” illetve a ,logaritmus fiiggvény” az itt leirtak értelmében két
kiilonb6z6 dolog.)
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1. dbra: balra: szemi-logaritmikus koordindatarendszer, ahol az x tengely logaritmikus, az y tengely linedris;
jobbra: logaritmikus (log-log) koordindtarendszer, ahol mindkét tengely logaritmikus skdldju
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2. dbra: hatvanyfiiggény képe linearis ill. logaritmikus koordinatarendszer esetén
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3. abra: exponencidlis fiiggény képe linedris ill. szemi-logaritmikus(y) koordindtarendszer esetén
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4. abra: logaritmus fiiggény képe linedris ill. szemi-logaritmikus (X) koordindtarendszer esetén

22



Telbisz — Szabé — Szalai: Matematika a foldrajzban 5. Fiiggvénytani feladatok

5.2. Feladatok

Definicidok ismeretét vizsgald feladatok
30. feladat

crer

31. feladat
Az alabbi fliggvényegyenleteket hozza egyszeriibb alakra (ha lehet), és adja meg, hogy
milyen fliggvénytipusba tartoznak.

3 _ 2x+3 9y 05
a)f(x)=e b) g(x) = 5120 6 c) h(x) =-2x
d)i(x) =5x—3x’ e) j(x) = 31 ; f) k(x) = 3cos(arccos(x))
2
9DI0=, > hym(x) = Ig(10”"*) ) ==
(x+2)’ x

32. feladat
[rjon példat az alabbi fiiggvénytipusokra:
a) negativ kitevos hatvanyfiiggvény;
b) linearis fiiggvény;
¢) hatodfoku polinomfiiggvény;
d) 87 periddusu szogfiiggvény!

Linearis fliggvényekhez kapcsolodo feladatok

33. feladat
Magashegyi turankhoz beszereztiink egy olyan orat, amelyik a légnyomas alapjan jelzi a
magassagot. Feltételezésiink szerint a troposzféra alsé részében a 1égnyomas (p, [hPa])
linearisan valtozik a magassaggal (h,[m]). Irja fel a p(h) fiiggvényt, ha tudjuk, hogy 800
m-en a légnyomas: 927,8 hPa, mig 1200 m-en a légnyomas: 885,2 hPa! Milyen
magasan jarunk, ha a légnyomas 799,8 hPa? Abrazolja a fiiggvényt a [0 m; 3000 m]
intervallumon! Mennyi a 100 m szintkiilonbségre juté légnyomas-valtozas? Irja fel p(h)
inverzfiiggvényét!

34. feladat
Egy hegységben az évi kozéphdmérséklet (T, [°C]) fliggbleges valtozasait vizsgaljuk.
Meéréseink szerint 1000 m-en a kozéphdmeérseklet 5,4°C, 1450 m-en pedig 2,6°C. Ha
linedris fliggdleges homérsékletvaltozast tételeziink fel, akkor mennyi lesz az évi
kozéphémérséklet 2000 m magasan? frja fel a hémérsékletet a magassag (h, [m])
fliggvényében! Abrazolja a T(h) fiiggvényt a [0 m; 2000 m] intervallumon! Hatarozza
meg az inverzfliggvényét is (ezt mar nem kell abrdzolni)!

35. feladat
A Zagyva folyd egyik részvizgylijt6jén végzett mérések alapjan a teriiletrdl lefolyt évi
atlagos vizmennyiség (L, [mm]) linearisan fligg a csapadék éves mennyiségétol (C,
[mm]). 420 mm éves csapadék esetén a lefolyas 15,54 mm, 835 mm éves csapadék
esetén pedig 113,895 mm. Irja fel az L(C) fiiggvényt és abrazolja a [400 mm; 900 mm]
intervallumon! Szamitsa ki, hogy mennyi az évi atlagos lefolyas értéke 650 mm éves
csapadek esetén!
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36. feladat
Egy mélyfurasban megmértik a hémérsékletet 1050 m mélyen, ahol 38,31°C-nak
adodott és 1910m mélyen, ahol pedig 57,402°C volt. A mélység jele: d, a hémérsékleté:
T. Irja fel a linearisnak feltételezett T(d) fiiggvényt! Mennyi a geotermikus gradiens?
Ennek alapjan mennyi a felszini atlaghémérséklet? Abrazolja a fiiggvényt a [0 m;
3000 m] intervallumon!

37. feladat

Egy térképrészlet kelet-nyugati és észak-déli koordinatait 4t kell szamolni linedrisan az
egyik rendszerbdl a masikba. A térkép bal-alsé sarkanak koordindtdi az elso
rendszerben: (600; 1200), a masodik rendszerben: (312000; 284000). A jobb-felsd sarok
koordinatai az elsé rendszerben: (800; 1600), a masodik rendszerben: (313000;
286000). A koordinatak jelolése: az elsé rendszerben: (X; Y), a masodik rendszerben:
(A; B). Adja meg a koordinatak kozti atszamito fiiggvények koziil az A(X) fiiggvényt, és
ennek inverzét is!

Maisodfok fiigevényekhez kapcsolodo feladatok
38. feladat

Budapesten a Duna vizhozama (Q, [m3/s]) ¢s vizallasa (h, [cm]) kozott az alabbi
fiiggvénykapcsolatot sikeriilt kimutatni: Q = 0,0047h* + 5,4613h + 428,63. Milyen
tipust fliggvényrdl van sz6? Az elséfokl arviz-késziiltség 620 cm-es vizallasnal 1ép
életbe. Allapitsa meg, hogy ekkor mennyi a foly6 vizhozama! Abrazolja a vizhozamot a
vizallas fliggvényében a [200 cm; 800 cm] intervallumon!

39. feladat
Kavicsdobalassal mérjilk a mélységet. A szabadon esO test altal megtett 1t
s(t) = % - g - t%, ahol g(=9,81 m/s%) a gravitacios gyorsulas. Szamolja ki, hogy egy 100
méteres mélységbe ledobott kavics hany maésodperc utan koppan! Irja fel az s(t)
fliggvény inverzét! Abrazolja az inverz fiiggvényt az [1m; 100 m] intervallumon
linearis koordinatarendszerben, illetve olyan koordindtarendszerben, hogy a fliggvény
képe egyenes legyen! Mi ennek a koordinatarendszernek a neve?

Hatvanyfiiggvényekhez kapcsolodo feladatok

40. feladat
Egy karsztvidéken a tobrok teriilete (A, [m?]) és hossza (d, [m]) kozott az alabbi
osszefiiggést allapitottdk meg: A(d)=1,078-d"®3. Abrazolja ezt a fliggvényt a
[10 m; 500 m] intervallumon lineéris koordinatarendszerben és olyan
koordinatarendszerben, hogy a fiiggvény grafikonja egyenes legyen! Mi ennek a
koordinatarendszernek a neve? (Valaszat indokolja is!) Milyen hosszi az a t6bor,
amelynek a teriilete 20 000 m??

41. feladat
Egy kisebb teriileten végzett vizrajzi statisztika szerint a vizfolyasok hossza (L, km) az
alabbi modon fiigg a vizgyljtoteriilet nagysagatdl (A, [km?]): L=1,4 - A®®. Abrazolja a
fliggvényt az [1 km?; 50 kmz] intervallumon linearis koordindtarendszerben és olyan
koordinata-rendszerben, hogy a fliggvény grafikonja egyenes legyen! Mi ennek a
koordinatarendszernek a neve? Irja fol az L(A) fiiggvény inverzét! Milyen tipust
fliggvény az inverz-fliggvény?
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42. feladat

Egy 50 km? teriiletli részrél Grfelvételt készitiink. 1 képpont (pixel) oldalhosszat
méterben megadva jelolje X. 1 képponthoz tartoz6 informacidémennyiség 24 byte. A
teljes kép mérete byte-ban megadva: S. irja fel az S(x) fiiggvényt! Mekkora a felbontés
(x), ha a képméret 480 kbyte (=480-10°byte)? Abrazolja linearis skalaji
koordinatarendszerben az S(X) fiiggvényt a [10 m; 1000 m] intervallumon; illetve olyan
koordinatarendszerben, hogy a képe egyenes legyen! Mi ennek a koordinatarendszernek
a neve?

Exponencialis fliggvényekhez kapcsolodo feladatok

43. feladat
Szuperorszag GDP-je a vizsgalt idoszak kezdetén 10° dollar és évi 15,2%-kal né. Hény
év alatt duplizza meg az orszag a GDP-jét? Abrazolja a folyamatot linearis
koordinatarendszerben a [0 év; 10 év] intervallumon és olyan koordinatarendszerben,
hogy a fiiggvény grafikonja egyenes legyen! Mi ennek a koordinatarendszernek a neve?
(Valaszat indokolja is!)

44. feladat

Egy orszag népessége (N, f6) 1960. jan. 1-tdl 1980. jan.1-ig 8 milliérol 10 milliora nott.
Ebben a vandorlasok csupéan elenyészd szerepet jatszottak. Mennyi volt a természetes
szaporodas (I, [%o]) éves értéke ebben az orszdgban, ha erre a 20 évre allando titemi
természetes szaporodast tételeziink fel? Mekkora volt a népesség 1970. jan.1-jén?
Abrazolja a népesség alakulasat az id6 (t, [év]) fiiggvényében az [1960; 1980 év]
intervallumon lineéaris koordinatarendszerben, illetve olyan koordindtarendszerben,
hogy a fliggvény képe egyenes legyen! Mi ennek a koordindtarendszernek a neve?

45. feladat
Egy gyar bevétele 2010-ben 200000 EUR, 2011-ben 205500 EUR volt. Két
forgatokonyvet vizsgalunk. Az elsd szerint a gyar bevétele linedrisan novekszik a 2010-
2011 kozott megfigyelt valtozasnak megfeleléen. A masodik szerint a 2010-2011-es
itemmel egyezd mértékli exponencialis ndvekedés varhatd. Mennyi lesz a gyar bevétele
2030-ban linearis, ill. exponencilis novekedés esetén? Abrazolja mindkét fiiggvényt a
[2010; 2030 év] intervallumon kdzos koordinatarendszerben!

46. feladat

A YC-szénizotop felezési ideje 5730 év, ennyi id6 alatt csokken a szénizotdp
anyagmennyisége a felére. A radioaktiv bomlas egyenlete: N(t)=Ng-e™, ahol Ny a
radioaktiv "sziil6"-izotop kezdeti tomege, N(t) pedig a t id6 utan megmaradt tomege, 4 a
bomlasra jellemz6 konstans érték. Hatarozza meg a “*C-szénizotophoz tartozod A értéket!
Szamitsa ki, hogy 20 000 év alatt hanyadrészére csokken az eredeti “*C-szénizotop
mennyiség (az ardnyt %-ban adja meg)! Abrazolija a *C-szénizotdop tomegének
véaltozasat az i1d6 fliggvényében a [0; 20 000 év] intervallumon linearis
koordinatarendszerben (a kiindulasi tomeget tekintse 1-nek)!
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Logaritmus fliggvényekhez kapcsolddé feladatok

47. feladat
A foldrengések erdsségét leggyakrabban a Richter-skalan mérik. A rengés erdsségét
(magnitadojat) a mérémiszer (szeizmograf) kilengésének amplitadoja (A, [mikron])
hatarozza meg. A Richter-skala szerinti magnitidé az amplitadd tizes alapt
logaritmusaval egyenld. Mekkora a kilengések amplitidojanak egymashoz viszonyitott
aranya egy 6-0s €s egy 4-es magnitidoju foldrengés esetén?

Trigonometrikus fuggvénvekhez kapcsolddd feladatok

48. feladat
Melyik lejt6 meredekebb: a 10%-os vagy a 6°-os? Hatarozza meg, hogy 100 m
szintkiilonbséghez mekkora vizszintes tavolsag tartozik a 10%-o0s ill. a 6°-os lejté
esetén?

49. feladat

Egy folyo6 esése egy 79 km hosszu alfoldi szakaszon 65 cm. Mekkora e folyoszakasz
meredeksége %-ban, radianban illetve fokban kifejezve?

50. feladat
Egy tura hossza a térképen mérve (azaz feliilnézetben) az induld ponttol a hegycsticsig:
L = 3456 m. A turan ténylegesen mennyi utat kell megtenni (d, [m]), és milyen magas a
hegy a kiindul6 ponthoz képest (h, [m]), ha a lejtdszog végig kb. 15°? v = 2,5 km/h
atlagsebességgel haladva hany oraig (t, [h]) tart az Gt?

51. feladat
Egy légifelvételen egy 31 méter magas épiilet arnyéka 42 méter hosszunak latszik.
Mennyi volt a felvétel készitésekor a napsugarak beesési szoge () fokban kifejezve?

52. feladat
Egy homokdiine keresztmetszetét vizsgaljuk. A diine aszimmetrikus: egyik oldalan a
lejtészog 12°, a masik oldalan 34°, a lejtdit egyenesnek tekintjiik. A keresztmetszet
hossza 20 méter. Készitsen rajzot! Milyen magas (h) a homokdiine (ebben a
keresztmetszetben)?
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6. Megoldasok

6.1. Mutatoszamokkal és egyszeriibb statisztikai paraméterekkel kapcsolatos
feladatok megoldasai

1. feladat
A népességszam valtozasa: 10 198 315 —9 937 628 = 260 687 16
A migracids egyenleg: 387 205 — 260 687 = 126 518 {6 volt a migracios egyenleg a
vizsgalt idészakban.
2. feladat
Bejuto viz: 63 725+9-10%-1-10° =72 725 m*
Kikeriil§ viz: 5100 + 23 540+12 300 - 10° =28 652,3 m°
Egyenleg: 72 725 — 28 652,3 = 44 072,7 m*-rel nétt meg a té térfogata.
3. feladat
1 cm térképen — 20 000 cm = 0,2 km a valdsadgban
(3-0,2)2 = 0,36 km? teriiletet kell felmérni.
4. feladat
a) 25°C-on 100% esetében 23 g/m®, igy 39% esetében: 39 - 23 /100 = 8,97 g/m® az
abszolit vizgoztartalom.
b) 8,97 g/m® esetében ~10°C-nal van a harmatpont, azaz 25 —10 = 15°C-ot kell
csOokkennie a hOmérsékletnek, és ha 100 méterenként 1°C-ot csokken, akkor 15 - 100
méter, azaz 1500 méter magassaghban van a harmatpont.
5. feladat
a) X = Hortobagyi Nemzeti Park teriilete; y = Kiskunsagi Nemzeti Park teriilete
(i) x—y =260
(i) x +y + 391 + 199 + 235 + 501 + 511 + 568 + 603 + 440 = 4672
Els6 egyenletbdl:
X=260+y
Masodik egyenletbe behelyettesitve:
260 +y +y+ 391 + 199 + 235 + 501 + 511 + 568 + 603 + 440 = 4672
2y =964
y =482
Ebbdl:
X =260 + 482 =742
Azaz a Hortobagyi Nemzeti Park teriilete 742 km?, a Kiskunsagi Nemzeti Park
teriilete 462 km’.
b) A legnagyobb teriiletii a Hortobagyi Nemzeti Park, a legkisebb teriiletii pedig
az Aggteleki Nemzeti Park.
6. feladat
a) Lakonépesség a varosokban: 9 937 628 — 3 033 770 = 6 903 858 {6
Varosi lakossag aranya: 6 903 858 / 9 937 628 - 100 ~ 69,47 %, a lakonépesség ennyi
%-a élt a varosokban.
b) Lakonépesség a varosokban a fédvaroson kiviil:
6903 858 —1 729 040 =5 174 818 16
Varosi lakossag aranya a févaroson kiviil: 5174 818 /9 937 628 - 100 ~ 52,07%, a
lakonépesség ennyi %-a élt varosokban a févaroson Kiviil.

27



Telbisz — Szabé — Szalai: Matematika a foldrajzban 6. Megoldasok

7. feladat
a) 2342550 - 0,62 =1 452 381 6 aktiv
1452 381 —1 257 750 = 194 631 {6 volt munkanélkiili
194 631/ 1 452 381 - 100 = 13,4% volt a munkanélkiiliségi rata
b) 194 631 - 0,102106 = 19 873 6 volt tartés munkanélkiili.
8. feladat
<18 év: 3680 - 0,05 - 0,25 = 46 kérdoiv kell a 18 év alattiak esetében.
18-60 év: 3680 - 0,05 - 0,5 = 92 kérdoiv kell a 18-60 évesek esetében.
>60 év: 3680 - 0,05 - 0,25 = 46 kérdoiv kell a 60 év felettiek esetében.
9. feladat
A védett erd6k nagysaga: 180 - 0,45 - 0,7 = 56,7 km?
A védett rét, legeld nagysaga: 180 - 0,1 - 0,42 =7,56 km?
A védett vizfeliilet nagysaga: 180 - 0,05 = 9 km?
Osszesen: 56,7 + 7,56 + 9 = 73,26 km? lett védett.
10. feladat
Kavics: (63+45) / 150 - 100 = 72% kavics a hordalékban.
Homok: (32+7) / 150 - 100 = 26% homok a hordalékban.
11. feladat
4 16 - 6 éjszaka - 21 eurd - 0,85 - 300 forint = 128.520 forintot kell bevaltanunk.
12. feladat
a) Csapadék altal érintett teriilet: 107 - 0,2 = 21,4 km?, ez 21,4 - 10° m?
Erre a tertiletre hullott csapadék mennyisége: 21,4 - 10°-3-.10°=64,2-10°m®
A patakba jutott csapadék mennyisége: 0,05 - 64,2 - 10°= 3,21 - 10° m® csapadékviz
jutott a patakba.
b) Megnovekedett vizhozam: 1,5 - 0,294 = 0,441 m®/s
Egy o6ra alatt 4tjutd mennyiség: 60 - 60 - 0,441 = 1587,6 m?
Normalalakban megadva: 1,5876 - 10° m® viz jut at egy 6ra alatt.
13. feladat
a) Kozéphomérséklet: a négy fix idépontban mért érték szamtani atlaga
(10,3+10,2+18,5+16,2) / 4 ~ 13,8°C volt a napi kozéphémérséklet.
b) Héingas: maximum-minimum = 20,3 — 9,9 = 10,4°C volt a napi hdingas.
14. feladat
a) Alfold (hat megye) népessége: 522+363+412+543+390+565 = 2795 ezer 16
Alf6ld (hat megye) teriilete: 8445+5631+4263+6211+5582+5936 = 36 068 km?
Alfold népsiiriisége: 2795-1000 / 36 068 ~ 77 f6/km* az Alfold népsiiriisége.
b) A hat alfoldi megye népességének atlaga:
(522+363+412+543+390+565)/6 ~ 466 ezer £6
C) Népstirtiség értekek:
Bacs-Kiskun: 522 - 1000 / 8445 = 62 {6/km?
Békés: 363 - 1000 / 5631 = 64 f6/km?
Csongrad: 412 - 1000 / 4263 = 97 f6/km?
Hajdu-Bihar: 543 - 1000 / 6211 = 87 f6/km?
Jasz-Nagykun-Szolnok: 390 - 1000 / 5582 = 70 f6/km?
Szabolcs-Szatmar-Bereg: 565 - 1000 / 5936 =~ 95 f6/km®
Legnagyobb népsiiriiségii Csongrad megye: 97 f6/km? legkisebb népsiiriiségii
Bacs-Kiskun megye: 62 f6/km®.
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15. feladat

a) A bazis index esetében:

2006: 19 798 /19 798 -
2008: 22 024 /19 798 -
2010: 21 466 /19 798 -

A lanc index esetében:

2007:21361/19 798 -
2008: 22 024 / 21 361 -
2010: 21 466/ 18 886 -

100 = 108%;
100 = 103%; 2009: 18 886 / 22 024 -
100 = 114%, 2011: 23 788/ 21 466 -

100 = 100%; 2007: 21 361 /19 798 -
100 = 111%; 2009: 18 886 /19 798 -
100 = 108%; 2011: 23 788 /19 798 -

100 = 108%;

100 = 95%
100 = 120%

100 = 86%
100 =111%

2006

2007

2008

2009

2010

2011

Erték
(foly6 &ron, Mrd Ft)

19 798

21 361

22024

18 886

21 466

23 788

Bazis index (%)

100

108

111

95

108

120

Lanc index (%)

108

103

86

114

111

b) Maximum bazis index érték: 120% (2011); Minimum bazis index érték: 95%
(2009)

120% — 95% = 25 szazalékpont volt az eltérés a maximum és a minimum érték
kozott.

) 2010-ben, mert 114% volt az ipari termelés lancindexe, azaz 14%-kal nétt az
el6z6 évhez képest az ipari termelés.

16. feladat

a) Népstirtiség legyen kisebb mint 80 f6/km?,

GDP/{6 legyen kisebb, mint 2 670 940 - 0,65 =1 736 111 Ft

- Bacs-Kiskun megye: népsiiriisége 528 418 / 8445 ~ 63 f6/km?,

egy fore juto GDP-je 898 952 - 1 000 000/ 528 418 ~ 1 701 214 Ft

- Békés megye: népstiriisége 366 556 / 5631 = 65 f6/km?,

egy fore juto GDP-je 538 507 - 1 000 000 / 366 556 ~ 1 469 099 Ft

- Csongrad megye: népsiiriisége 423 240 / 4263 =~ 99 f6/km?,

egy fore juto GDP-je 825 749 - 1 000 000 / 423 240 ~ 1 951 018 Ft

- Hajdu Bihar megye: népstirtisége 541 298 / 6211 = 87 f6/km?,

egy fore juto GDP-je 1 057 370 - 1 000 000 / 541 298 = 1 953 397 Ft

- Jasz-Nagykun-Szolnok megye: népstiriisége 390 775/ 5582 = 70 fé/km?,
egy fore juto GDP-je 656 799 - 1 000 000 / 390 775 ~ 1 680 760 Ft.

- Szabolcs-Szatmar-Bereg megye: népsiiriisége 560 429 / 5936 =~ 94 {6/ km?,
egy fore juto GDP-je 798 748 - 1 000 000 / 560 429 ~ 1 425 244 Ft.
Bacs-Kiskun, Békés és Jasz-Nagykun-Szolnok megyék esetében valosul meg a két

feltétel egyiittesen.
b)

GDP/f6 <1736 111 Ft GDP/f6>=1736 111 Ft

Népsiirliség >= 80 f6/km° | Szabolcs-Szatmar-Bereg Hajdt-Bihar, Csongrad,

Bacs-Kiskun, Békés, Jasz-Nagykun-
Szolnok

Népsiirliség < 80 f&6/km”

17. feladat

a) Export terjedelme: 134 506 — 3 842 =130 664

Import terjedelme: 126 439 — 3 479 =122 960

Export (szamtani) atlaga: (81 468+134 506+56 743+127 584+3 842) /5=80 829
Import (szamtani) atlaga: (70 285+126 439+60 474+65 223+3 479) / 5=65 180
Export relativ terjedelme: Qe = 130 664 / 80 829 = 1,62

Import relativ terjedelme: Q; = 122 960 / 65 810 = 1,89

b) Mivel Q; > Qe, igy az import esetében nagyobb az egyenlétlenség nagysaga.
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18. feladat
a) Teljes népesség 2000-ben: 42 299+25 661+12 646+8 329+15 211 = 104 146 ezer {6
Aranyok orszadgonként:
(42 299 / 104 146)% = 0,1650; (25 661 / 104 146)* ~ 0,0607;
(12 646 / 104 146)* =~ 0,0147; (8 329 / 104 146)° ~ 0,0064;
(15 211/ 104 146)* ~ 0,0213
Osszeadva: Koggo = 0,2681 volt a koncentracios mutato értéke.
b) Mivel 0,2681 > 0,2633 igy a népesség teriileti koncentracidja nott.
19. feladat
A két varost 0sszekoto t egyenlete:
v (300-100; 250-150) = (200; 100)
100x — 200y = 10000 — 30000, azaz x — 2y =200
Behelyettesités:
150 — 2.250=-350, ami nem egyenld6 —200-zal, azaz nem megy at Kozepes
telepiilésen az ut.
20. feladat

a) de = \/(5—(—7))2 +(8-15)* = 13,89 Tévolsag (euklideszi) = 138,9 km
dn=|5-(-7)|+|8-15|=19 Tavolsag (manhattan) =190 km
b) Als6 varoshoz tartozd vonzaskorzet sugara: ra = v 750/ 7 = 15,45 km

Fels6 varoshoz tartoz6 vonzaskorzet sugara: re = +/3000/ 7 = 30,91 km

Mivel 15,45 + 30,91 = 46,36 km és 46,36 km < 138,9 km igy a két varos vonzaskore
NEM metszi egymast.

c) (1-5)% + (5-8)° = 25 > 1,5457

(1+7)% + (5-15)* = 164 > 3,091°

A kor egyenletébe helyettesitve Kozépso telepiilés koordinatait, kideriil, hogy egyik
kor teriiletén beliil sincs a pont. Egyik varos vonzaskorzetébe sem tartozik bele
Kozépso telepiilés.
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6.2. Mértékegységekkel kapcsolatos feladatok megolddsai

21. feladat
1500 Gt = 1500 - 10° - 10° = 1500 - 10%° g = 1500 Pg
22. feladat
lem = 10" nm
lum = 10% cm
1nm = 10° mm
23. feladat
1m? = 10 cm? (10% cm - 10° cm)
lha = 10°m?®  (10° m - 10° m)
lcm? = 10® pm? (10* pm - 10* pm)
24. feladat
1cm® = 10%1=1ml
1dm® = 11=1000 ml
1cm® = 10" ym® (10* um - 10* pm - 10* um)
1m®* = 1000 | (10° dm® = 10 dm - 10 dm - 10 dm)
25. feladat
a./ feladat

A kocka magassé%a lem=10%m

Ebben 107 db (10 / 10 = 10") lamella fér el.

A lamellak dsszességének feliilete 107 - 2 - 1 cm? =2 - 107 cm? = 20 milli6 cm?
(Azért kell a 2-szeres szorz6, mert a lamellanak 2 oldala van)

Mennyi ez m*-ben? 1 m? = 10 000 cm? = 10* cm?, tehat

(2-107)/10*=2 - 10° = 2000 m?

b./ feladat
6 cm? /2000 m* — 6/ (2 - 10°- 10*) = 6 / 20 000 000 = 3 / 10 000 000
26. feladat
e Hany moél HCI-van 0,1 M HCl-ban?
o 0,1molI*-0,005I=0,0005mol =5 - 10 mol HCI
e Eza mennyiség fele ennyi CaCOs-tal valo reakciohoz elég — 2,5 - 10™ mol
e Mennyi ez tdmegegységben?
o 25-10*molt-102gmol*=25-102g=0,025¢g
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27. feladat
Mennyi HCI fogyott el a reakcidban? NaOH titralassal tudjuk meg.
A reakcid az alabbiak szerint megy végbe: HCI + NaOH — NaCl + H,0
3 ml 1 M NaOH oldat NaOH mennyisége 1,5 ml 2 M NaOH-nak felel meg, tehat a
reakciohoz 25,0 — 1,5 = 23,5 ml 2 M HCI —ra volt sziikség.
23,5 ml 2 M HCI hany mol HCI-t tartalmaz?
1000 _2 2235 _; 23510 mol
235 X 1000
Mivel 1 mdl szénsavas mész 2 mol sosavval reagal,
CaCO; mennyisége = 23,5 - 10”° mol
CaCOj3 molaris tomege = 100 g/mol
Mecacos = 23,5 - 10 mol - 100 g/mol = 2,35 g
10 g anyagra szamitva ez 23,5 %
28. feladat
A reakcid az alabbiak szerint megy végbe: HCI + NaOH — NaCl + H,0
Ki Kkell szamolni a sav és a lug anyagmennyiségét, majd meg kell hatarozni, hogy
melyik marad feleslegben a reakcid lejatszodasa utan. Ennek harom lehetséges
kimenete van:

crer

Mivel a sosav erés elektrolit, ez esetben a maradd6 HCl koncentracidja alapjan kell a
pH-t kiszamolni. pH = —Ig [H*] (A sésav teljesen disszocial, igy molekulanként egy db
H* ion szabadul fel.)

(b) Lug marad feleslegben. Ebben az esetben meg kell hatarozni a maradék natrium-

hidroxid koncentracidjat. A natrium-hidroxid erés elektrolit, igy egy db OH™ ion
szabadul fel. [H] = Kv(c,) / [OH], ahol Ky = 10™**; ¢, = 1 mol/dm®. pH = —Ig [H']

(c) Elfogy mind a sav, mind a lag. Ilyenkor az oldatban a pH-t a viz disszocidci6jabodl
szarmazo hidrogénionok mennyisége hatarozza meg, azaz a pH=7.

A sésav anyagmennyisége:
NHet = Chel - Vier = 0,18 mol/dm? - (20 - 10%) dm?® = 3,6 - 10 mol

A natrium-hidroxid anyagmennyisége:
NNaoH = CnaoH - Vinaon = 0,15 mol/dm?® - (25 - 10) dm® = 3,75 - 10°° mol

A reakcioban 1 db s6sav 1 db natrium-hidroxiddal reagal, tehat natrium-hidroxid marad
feleslegben. A maradék natrium-hidroxid anyagmennyisége: 0,15 - 10° mol

Maradék cnaon = 0,15 - 102 mol / 45 - 10° dm® = 3,3 10°° mol/dm®
[H*] = Kv(c,) /[OH] = 10™ /3,3 10° mol/dm® = 0,30 - 10™° mol/dm?®

pH =—Ig [H*] = -Ig [0,30 - 10™] = 11,52
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29. feladat
A sésav anyagmennyisége:
Nl = Chet - Ve = 0,19 mol/dm? - (20 - 10°) dm® = 3,8 - 10° mol

A natrium-hidroxid anyagmennyisége:
NNaoH = CnaoH * Vinaon = 0,15 mol/dm?® - (25 - 10) dm?® = 3,75 - 10°° mol

A reakcidban 1 db sdésav 1 db natrium-hidroxiddal reagal, tehat s6sav marad
feleslegben. A maradék s6sav mennyisége:

3,8 - 10° mol [HCI] - 3,75 - 10 mol [NaOH] — [H*] = 0,05 - 10° mol / 45 - 10 dm?®

pH = —Ig [H*] = —1g [0,05 / 45] = 2,95
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6.3. Fiiggvénytani feladatok megoldasai

Definicidk ismeretét vizsgald feladatok
30. feladat

f:R" >R f(x)=a-x" ahol a,b e R\ {0}
31. feladat

crer

f(x) = @3t _ (eln(x))3 -3
ez egy harmadfoku polinomfiiggvény (a fliggvénybesorolasos feladatok
megoldasanal elég, ha a legegyszeriibb valaszt fogalmazzuk meg, de megjegyezzik,
hogy ez a fliggvény tekinthetd hatvanyfiiggvénynek is, sot akar racionalis
tortfliggvénynek is. A késbbiekben ezeket a tovabbi besorolasokat mar kiilon nem
emlitjiik.)
b) nem egyszertsithetd; mivel két polinomfiiggvény hanyadosardl van sz, ezért ez
egy racionalis tortfiiggvény
¢) nem egyszerlsithetd; ez egy hatvanyfiiggvény
d) nem egyszeriisithetd; egy egy 7-edfoki polinomfiiggvény

. 1 2)
e) J(X): (3)x :(3j

2
ez egy exponencialis fiiggvény (mert a valtozoé a kitevoben van)
f) mivel az arccos x a cos X inverzfliggvénye, ezért
k(x) = 3cos(arccos(x)) = 3x
ez egy linearis fiiggvény (mas szoval: elséfokt polinom)
g) nem egyszerlsithetd; mivel két polinomfiiggvény hanyadosardl van szo, ezért ez
egy racionalis tortfiiggvény
h) a logaritmus definicioja alapjan:
m(x) = lg (10%*?) = 4x+2
ez egy linearis fiiggvény (mas szoval: elséfoka polinom)

1
) n(x):;:%:zx 3
T
ez egy hatvanyfiiggvény
32. feladat
Itt természetesen végtelen sok jo megoldas elképzelhetd, az alabbiakban minden
tipusra egy példat irunk:
a) f(x) = x*
b) g(x) = 10x+1
¢) h(x) = x°

d) mivel sin (kx) peridodusa 277K, ezért ahhoz, hogy a periodus 8 legyen, k-t Y4-nek
kell valasztani:
I(xX) =sin (Y -x)

34



Telbisz — Szabé — Szalai: Matematika a foldrajzban 6. Megolddasok

Linedris fliggvényekhez kapcsoldédé feladatok
33. feladat
Mivel feltételezésiink szerint p(h) fiiggvény linearis, ezért p(h)=ah+Db alaku. Ebbe a
képletbe behelyettesitve a két ismert értéket két egyenletet kapunk két ismeretlennel.
1)927,8=a-800+Db
ii) 885,2=a-1200+b
i)-b6l kivonva ii)-6t:
42,6 =-400 - a
a=-0,1065 hPa/m
Ezt behelyettesitve 1) egyenletbe:
b=927,8—-a-800=1013 hPa
Tehat p(h) =-0,1065 - h + 1013
Masodik kérdés: p(h)=799,8 hPa — h'=?
799,8 = -0,1065- h™ + 1013
h™=(799,8-1013) / (-0,1065) = 2001,9 m
Abrizolas: elészor kiszamitjuk a 1égnyomast 0 m-en és 3000 m-en
p(0) =-0,1065 - 0 + 1013 = 1013 hPa
p(3000) =-0,1065 - 3000 + 1013 = 693,5 hPa
Ezt a két pontot abrazoljuk, és mivel linearis a fiiggvény, ezért egy egyenessel
Osszekotjiik. Mivel a fliggetlen valtozonk a magassag, ezért indokolt ezt tenni a
fiiggdleges tengelyre.
A 100 m szintkiilonbségre jutd légnyomas-valtozas kiszamitasa. Mivel az a értéke az
1 m-re jutd légnyomas-valtozast fejezi ki, ezért a 100 m szintkiilonbségre juto
légnyomas-valtozas ennek 100-szorosa, azaz -10,65 hPa / 100m.

p(h) inverzfiiggvénye:
p =-0,1065- h + 1013 fiiggvényegyenletet atrendezziik ugy, hogy h legyen kifejezve p
segitségével:
h =(p-1013)/(-0,1065) = -9,3897- p + 9511,7
34. feladat

Mivel feltételezésiink szerint T(h) fiiggvény linearis, ezért T(h)=ah + b alakt. Ebbe a
képletbe behelyettesitve a két ismert értéket két egyenletet kapunk két ismeretlennel.
i)54=a-1000+b

ii)2,6=a-1450+b

i)-bél kivonva ii)-6t:

2,8=-450-a

a=-0,00622 °C/m

Ezt behelyettesitve 1) egyenletbe:

b=54-a-1000=11,62 °C

Tehat T(h) =-0,00622 - h + 11,62

T(2000) =7

T(2000) =-0,00622- 2000 + 11,62 = -0,82°C

Abrazolas: kiszamitjuk a hémérsékletet 0 m-en és 2000 m-en

T(0) =-0,00622 - 0 + 11,62 = 11,62 °C

T(2000) =-0,82°C

Ezt a két pontot dbrazoljuk, és mivel linearis a fiiggvény, ezért egy egyenessel
0sszekotjiik. Mivel a fiiggetlen valtozonk a magassag, ezért indokolt ezt tenni a
fiiggdleges tengelyre.
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T(h) inverzfiiggvénye:
T =-0,00622- h + 11,62 fiiggvényegyenletet atrendezziik ugy, hogy h legyen kifejezve
T segitségével:
h=(T-11,62)/(-0,00622) = -160,772- T + 1868,167
35. feladat
Mivel feltételezésiink szerint L(C) fliggvény linearis, ezért L(C)=aC + b alaka. Ebbe a
képletbe behelyettesitve a két ismert értéket két egyenletet kapunk két ismeretlennel.
1)1554=a-420+b
i) 113,895=a-835+b
i1)-bol kivonva 1)-et (hogy kevesebb elbjel legyen):
98,355 =415 a
a=0,237 mm/mm
Ezt behelyettesitve az 1) egyenletbe:
b=1554—-a-420=-84 mm
Tehat L(C) =0,237-C -84
Abriazolas: kiszamitjuk az évi atlagos lefolyast 400 mm, illetve 900 mm csapadékra
L(400) = 0,237- 400 — 84 = 10,8 mm
L(900) = 0,237- 900 — 84 = 129,3 mm
Ezt a két pontot abrazoljuk, és mivel linearis a fiiggvény, ezért egy egyenessel
Osszekotjiik.
L(650) =7
L(650) = 0,237- 650 — 84 = 70,05 mm
36. feladat
Mivel feltételezéstink szerint T(d) fliggvény linearis, ezért T(d)=ad + b alakt. Ebbe a
képletbe behelyettesitve a két ismert értéket két egyenletet kapunk két ismeretlennel.
1)38,31=a-1050+b
i) 57,402=a-1910+b
ii)-bdl kivonva i)-et (hogy kevesebb eldjel legyen):
19,092 =860 - a
a=0,0222°C/m
Ezt behelyettesitve 1) egyenletbe:
b=38,31-a-1050=15°C
Tehat T(d) = 0,0222 - d + 15
A geotermikus gradiens a 100 m mélységnovekedésre jutd hdmérséklet-valtozast
fejezi ki. Mivel az a értéke az 1 m-re jutd homérséklet-valtozast fejezi ki, ezért a
100 m mélységnovekedésre jutdé homérséklet-valtozas ennek 100-szorosa, azaz
2,22°C /100m.
Abriazolas: elészor kiszamitjuk a hémérsékletet 0 m-en és 3000 m-en
T(0) =0,0222 - 0 + 15 =15°C (ez egyben a felszini atlaghémérséklet)
T(3000) =0,0222 - 3000 + 15 =81,6°C
Ezt a két pontot abrazoljuk, és mivel linedris a fiiggvény, ezért egy egyenessel
Osszekotjiik. Mivel a fliggetlen valtozonk a mélység, ezért indokolt ezt tenni a
fliggbleges tengelyre, méghozza ugy, hogy lefelé novekedjen.
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37. feladat
A linearis A(X)=aX + b atszamitofiggvény 600-hoz 312000-et, 800-hoz 313000-et
rendel hozza. Igy két helyen ismerjiik az értékét, amire két egyenlet irhat6 fel:
1) 312000 =a - 600 + b
11) 313000 =a-800 +b
11)-bél kivonva 1)-et (hogy kevesebb eldjel legyen):
1000 =200 - a
a=>5
Ezt behelyettesitve 1) egyenletbe:
b = 312000 —a - 600 = 309000
Tehat A(X) =5 - X + 309000
Az inverzfiiggvény:
A =5- X + 309000 fiiggvényegyenletet atrendezziik tigy, hogy X legyen kifejezve A
segitségével:
X =(A-309000)/5=0,2-A-61800

Masodfoku fiiggvényekhez kapcsolodo feladatok

38. feladat
Ez egy masodfokl polinomfiiggvény.
Q(620) = 0,0047- 6207 + 5,4613 - 620 + 428,63 = 5621 m°/s
Abrazolas: kiszamitjuk a folyé vizhozamat 200 cm és 800 cm vizallas esetén
Q(200) =1709 m®/s
Q(800) =7806 m®/s
Ezt a két pontot abrazoljuk és egy parabola-ivvel §sszekotjiik oly modon, hogy
novekvo vizallas esetén gyorsabb litemi vizhozam-novekedést mutasson (baloldali
abra).
Mivel a vizallas szintén magassagot fejez ki, ezért ezt is lehet ugy abrazolni, hogy a
fliggbleges tengelyen legyen a vizallas (a hidrologiai szakirodalomban mindkét fajta
abrazolas elofordul), ez esetben természetesen figyelni kell arra, hogy a parabola

alakja a +/x fiiggvényhez lesz hasonl6 (jobboldali &bra).
Q(m?s) h(cm)

7806 800+

1709 2001

ol 200 800 h(cm) 0 Q(m3/s)
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39. feladat

s(t)=’/2~g-t2 egyenletbe behelyettesitjiik a 100 m mélységet és g értékét:
100="1 - 9,81 - t°

= 100 =4,515s
10,5-9,81
az inverzfliiggvény: S:’/2~g~t2 fliggvényegyenletet atrendezziik t-re.
S
t=|— > =0,4515-./s =0,4515-s"°
1/0,5-9,81 Vs

Abrizolas: idéértékek kiszamitésa 1 m ill. 100 m esetén

t(1) =0,4515s

t(100) = 4,515 s

Mivel a fliggetlen valtozonk a mélység (ut), ezért indokolt ezt tenni a fliggdleges
tengelyre, méghozza igy, hogy lefelé névekedjen az érték. Ezutan a két adott pontot
abrazoljuk és egy parabola-ivvel 6sszekdotjiik oly modon, hogy lefelé egyre
meredekebb legyen a gorbe (baloldali abra).

Mivel hatvanyfliggvényrdl van szd, ezért a képe logaritmikus
koordinatarendszerben lesz egyenes.

Abrazolas log-log koordinatarendszerben: néhany 10-hatvany kiirdsaval jeloljiik,
hogy mindkét tengely logaritmikus, majd folvessziik a két adott pontot €s egy
egyenessel 0sszekotjiik (jobboldali abra).

0j045 225 4515 | | l0,1 045 1 4510

1 ' )| | o T TA(s)
504 1
1004 - 100

Sv Sy

Hatvanyfiggvényekhez kapcsolodo feladatok

40. feladat

Abrazolas: kiszamitjuk a fiiggvény értéket a kért intervallum végpontjaiban

A(10) = 1,078 - 105" = 70,084 m?

A(500) = 1,078 - 500*%%® = 84305 m?

Abrazoljuk ezt a két pontot, majd 6sszekétjilk egy gorbével, mely jobbra haladva
egyre meredekebb (mivel >1 kitevdjii hatvanyfiiggvényrdl van sz6; baloldali abra)
Mivel hatvanyfliggvényrdl van sz9, ezért a képe logaritmikus
koordinatarendszerben lesz egyenes.

Abrazolas log-log koordinatarendszerben: néhany 10-hatvany kiirasaval jelsljiik,
hogy mindkét tengely logaritmikus, majd folvessziik a két adott pontot és egy
egyenessel 0sszekotjiik (jobboldali dbra).
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Ad)=20000m* —>d =2
20000 = 1,078 - (d')****
18553 = (d")+8%*

A tort kitevot tigy tudjuk ,,eltiintetni”, hogy reciprok hatvanyra emeliink:
1

— . 18131 .
185531813 — (d") 1813 _
d =226,12m

84305 100000+

84305
10000+

40000+ 1000+
100t
707
701 , 104 , d(m)
0lro 100 500 10 160 500 10'00

41. feladat
Abrazolas: kiszamitjuk a fiiggvény értéket a kért intervallum végpontjaiban
L(1)=1,4-1°°=14km
L(50) = 1,4 - 50°° = 14,64 km
Abrazoljuk ezt a két pontot, majd 6sszekétjilk egy gorbével, mely jobbra haladva
egyre kevésbé meredek (mivel 0 és 1 kdzotti kitevdji hatvanyfiiggvényrdl van szo;
baloldali abra)
Mivel hatvanyfliggvényrdl van szd, ezért a képe logaritmikus
koordinatarendszerben lesz egyenes.

Abrazolas log-log koordinatarendszerben: néhany 10-hatvany kiirasaval jelsljiik,
hogy mindkét tengely logaritmikus, majd folvessziik a két adott pontot és egy
egyenessel 0sszekotjiik (jobboldali 4dbra).

Inverzfiiggvény: Az L=14 - A°® fiiggvényegyenletet atrendezziik ugy, hogy A legyen
kifejezve L segitségével:

(L/1,4) =A%

A tort kitevot ugy tudjuk ,.eltlintetni”, hogy reciprok hatvanyra emeliink:
1 1

— 0,6
(L/1,4)°6 = (A) oF
L1,667 . (1/1’4)1,667 — A
A=05708-1"°" Az inverzfiiggvény is hatvanyfiiggvény.

L(km) L(km)
1001

14,6 14,67

10
107

1
, AKm?)| | Mg ,
ok 10 50 1 10 50 100

A(km?)
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42. feladat
1 pixel teriilete [m?]: X°.
Teljes teriilet: 50 km? = 50 - 10° m%
A teljes teriiletet lefed pixelek szama: 50 - 10° / x°.
S(x)=(50-10%/x%)-24=12-10°/x*=1,2-10°- x?
S(x) = 480 - 10° byte —> x = ?
480 -10°=1,2-10°/ ¥

9

x= 2210 _som

1/4,8-10°
Abrazolas: kiszamitjuk a fiiggvény értéket a kért intervallum végpontjaiban
S(10) =1,2-10°/10°=1,2 - 10" byte
$(1000) = 1,2 - 10° /1000% = 1,2 - 10° byte
Abrazoljuk ezt a két pontot, majd osszekotjiik egy csokkend gorbével, mely jobbra
haladva egyre kevésbé meredek (mivel negativ kitevdji hatvanyfiiggvényrdl van szo;
baloldali abra)

Mivel hatvanyfiiggvényr6l van szo, ezért a képe logaritmikus
koordinatarendszerben lesz egyenes.

Abrazolas log-log koordinatarendszerben: néhany 10-hatvany kiirdsaval jeloljiik,
hogy mindkét tengely logaritmikus, majd folvessziik a két adott pontot €s egy
egyenessel 0sszekotjiik (jobboldali abra).

S(byte) S(byte)
12mill 12mill
107+
108 T
emill + 1054
100
12001
1200 , X(m) 1034 ) ' X(m)
u T T T 1 I
0 110100 1000 10 100 1000

Exponencialis fliggvényekhez kapcsolodo feladatok

43. feladat
Jel6lje a GDP idébeli valtozasat a G(t) fiiggvény. G(0) a kezdeti érték. Ha az évi
novekedés allando litemi (a % konstans), akkor exponencialis ndvekedésrdl van szo.
G(t) = G(0) - 1,152"
A duplazddas azt jelenti, hogy a kezdeti érték kétszeresére né a GDP. Ez az idd [év] tg.
2-G(0) = G(0)-1,152"
Mivel ez G(0)-1al leoszthato, ebbdl latszik, hogy a duplazodas a kezdeti értéktol
fliggetlen, és csak a ndvekedés litemétdl fiigg.
2=1,152"
lg2=t4-lg 1,152
ty = 4,899 év
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Abrazolas: kiszamitjuk a fiiggvény értéket a kért intervallum végpontjaiban

G(0) = 10°- 1,152° =10° dollar

G(10) = 107 - 1,152'° =4,1165 - 10° dollar

Abrazoljuk ezt a két pontot, majd osszekotjiik egy novekv gorbével, mely jobbra
haladva egyre meredekebb (baloldali abra)

Mivel exponencialis fliggvényrdl van szo, ezért a képe olyan szemilogaritmikus
koordinatarendszerben lesz egyenes, ahol a fiiggéleges tengely logaritmikus
skalazasu.

Abrizolas szemilog koordinatarendszerben: néhany 10-hatvany kiirasaval jeldljiik,
hogy a fliggdleges tengely logaritmikus, majd folvessziik a két adott pontot és egy
egyenessel 0sszekotjiik (jobboldali abra).

GDP(mrd $) GDP(mrd $)
4,12:: 101
4,12'/
1_
2_.
l_
. tev) || 0ad . t(év)
0 5 10 0 5 10

44. feladat
Jelolje a népesség id6beli valtozasat az N(t) fiiggvény. Ha a természetes szaporodas
titeme allando, akkor exponencialis novekedésrél van szo.
N(t) = N(0) - (1+ r/1000)"
A t=0 id6pont legyen 1960, és irjuk be a fenti képletbe az adatokat:
10 - 10°=8-10° - (1 + r/1000)*
1,25 = (1 + r/1000)*°
r = (29,25 —1)-1000 = 11,22 %o
A népesség 1970. jan. 1.-jén:
N(10) = 8 - 10° - (1 + 11,22/1000)"° = 8,9443 - 10° £
Abrazolas: adottak a fiiggvény értékei a kért intervallum végpontjaiban
Abrazoljuk ezt a két pontot, majd osszekdtjiik egy novekve gorbével, mely jobbra
haladva egyre meredekebb (baloldali abra; figyelem, a tengelyek metszéspontja nem
az origoban van)
Mivel exponencialis fliggvényrdl van sz0, ezért a képe olyan szemilogaritmikus
koordinatarendszerben lesz egyenes, ahol a fiiggéleges tengely logaritmikus
skalazasu.
Abrazolas szemilog koordinatarendszerben: néhany 10-hatvany kiirasaval jeloljiik,
hogy a fliggdleges tengely logaritmikus, majd folvessziik a két adott pontot és egy
egyenessel 0sszekotjlik (jobboldali abra).
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N(millio f6)  N(millio f6)

100 1
10+

9T 10_/
8 4

tev) || 14 . _t(év)

1960 1970 1980 1960 1970 1980

45. feladat
Jel6lje L(t) a gyar bevételeinek alakulasat linearis forgatokonyv szerint.
Jelolje E(t) a gyar bevételeinek alakulasat exponencialis forgatokonyv szerint.
t=0 idépont legyen 2010.
Lineéris forgatokonyv szerint az évi ndvekmény: 205 500 — 200 000 = 5500 EUR.
L(t) = 5500 -t + 200 000
Exponencialis forgatokonyv szerint az évi novekedési titem:
205 500 / 200 000 = 1,0275 alapjan 2,75%.
E(t) = 200 000 - (1,0275)"
A 2030-as bevételek a két forgatokonyv szerint:
L(20) = 5500 - 20 + 200 000 = 310 000 EUR
E(20) = 200 000 - 1,0275%° = 344 086 EUR

Abrazolas: adottak a fliiggvények értékei a kért intervallum végpontjaiban

Abrazoljuk ezeket a pontokat, majd a lineéris forgatokonyvnek megfelelé pontokat

0sszekotjiik egy egyenessel, az exponencialis forgatokonyvnek megfeleld pontokat
edig 6sszekotjiik egy novekv gorbével, mely jobbra haladva egyre meredekebb.

Bevétel (EUR)

3500004
3440867

3100007
300000+

200000

2010 2020 2030
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46. feladat
Felezési id6t jelolje tr. Ekkor

0,5-N, =N, -
No-lal leoszthatunk, ebbdl is latszik, hogy a felezési id0 fiiggetlen a kiindulo

anyagmennyiségtol.
05=¢""
IN0,5=-4-1,
/lz_ln(1/2) :_Inl—ln2 :_O—In2 _ In2 _ In2, ~1,2097-10" 1
t, t, t, t, 5730 év év
N(20000) _ N, . g 120970720000 _ @ 1209m0120000 _ o-241%4 _ () 03808 — 8,898%
NO NO
Abrazolas: adottak a fliiggvény értékei a kért intervallum végpontjaiban (1 illetve
0,08898)

Abrazoljuk ezt a két pontot, majd osszekétjiik egy csokkend gorbével, mely jobbra
haladva egyre kevésbé meredek.

1 AN

0,75 }

0,5 T

0,25 1

0,089T

t(év)

0 5000 10000 15000 20000

Logaritmus fiiggvénvyekhez kapcsolodd feladatok

47. feladat
A magnitadé: M = Ig (A).
M1 = |g (Al) =6
M2 = |g (Az) =4

a logaritmusra vonatkozo6 azonossag alapjan:
|g (Az/Al) = |g (Az) — |g (Al) =6-4=2
Axl Ay =107 =100

Trigonometrikus fiiggvényekhez kapcsolodé feladatok
48. feladat
A 10%-os lejtére: tan ¢ =10/100=0,1 - a=arc tan (0,1) =5,71°
Mivel ez kevesebb, mint 6°, ezért a 6°-os lejté a meredekebb.
10%-o0s lejto esetén: 100 m vizszintes tavra jut 10 m szintkiilonbség, tehat 100 m-es
szintkiilonbséghez 1000 m vizszintes tavolsag tartozik.
6°-0s lejtos esetén: tan (6°) = 100 / X — x =100/ tan (6°) = 951,4 m a vizszintes tav.
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49. feladat
A mértékegységek atvaltasara kell figyelni!
A szintkiilonbség: h =65 cm = 0,65 m
A vizszintes tavolsag: L =79 km =79 000 m
A meredekség: m=h /L = 0,65/ 79000 = 8,2278 - 10° = 8,2278 - 10 %
m=tan ¢ — a=arctanm=4,7142 - 10 °
a=4,7142 - 10™ - n/180 = 8,2276 - 10° rad
50. feladat
A tényleges utat (d) ugy kell elképzelni, mint egy derékszogli haromszog atfogojat,
ahol az egyik befog6 a térképi (feliilnézeti) tavolsag (L), a masik befogo a
szintkiilonbség (h). A lejtészog alapjan:
h=L-tan a=3456 - tan (15°) =926,0 m
d=L/cos a=3456/cos (15°)=3577,9m
az ut megtételéhez sziikséges id6: t=d /v =3577,9m / (2500m/h) = 1,4312 h
51. feladat
Az épiilet magassaga és arnyéka egy derékszogili haromszdget alkotnak, melyben az
atfogd a beesd napsugar. E derékszoglh haromszogbol:
tan a = 31/42 — o =arc tan (31/42) = 36,43°
52. feladat
A lankasabb oldal feliilnézeti hossza legyen x méter, a meredekebb oldal feliilnézeti

hossza y méter.

12° 34°
X y=20-x
N— ~—
20m

Mivel a keresztmetszet hossza 20 m, ezért x +y =20 — y = 20 — x

A diine magassagat felirhatjuk a lankasabb és a meredekebb oldal alapjan is.
h=x-tan (12°) = (20 — X) - tan (34°)

x-0,2126 = (20 —x) - 0,6745

ezt rendezve megkapjuk, hogy

Xx=15,21m

¢s a fenti egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

h =15,21 -tan (12°) = 3,234 m
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